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Cuvânt înainte 


Mecanica este una dintre ştiinţele fundamentale ale naturii, cu un domeniu foarte larg 
de cercetare, şi care are ca obiect mişcarea mecanică a sistemelor materiale. In decursul 
timpului mecanica s-a diferențiat în trei ramuri distincte: mecanica clasică, mecanica 
relativistă şi mecanica cuantică. 

Mecanica clasică (newtoniană), având ca fondatori pe savantul Italian Galileo Galilei 
(1564-1642) şi pe fizicianul, matematicianul şi astrologul englez Isaac Newton (1642-1727), 
cuprinde legile mişcării macroobiectelor a căror viteza este mică în comparaţie cu viteza 
undelor electromagnetice în vid. Mecanica newtoniană este considerată prima ştiinţă teoretică 
a naturii. 

In învățământul românesc, concepte de mecanică apar încă din primii ani de şcoală în 
enunţuri ale unor probleme de aritmetică. Ne amintim cu toţii acele formulări clare şi concise 
ce aduceau matematica mai aproape de viaţa de zi cu zi: „ex. Un biciclist se deplasează cu 
viteza de 15 km/h. Ce spaţiu parcurge în trei ore?” 

Urmează apoi, într-o ordine bine gândită, o introducere graduală a principiilor 
mecanicii newtoniene în capitole distincte ale fizicii de clasa a VI — a şi clasa a IX — a. Saltul 
calitativ se face în învăţământul universitar tehnic unde, „înarmați? cu instrumentele 
calculului diferenţial şi integral, studenţii pot avea o imagine de ansamblu asupra forței şi 
capabilităţii mecanicii newtoniene de a descrie mişcarea şi repausul macroobiectelor care ne 
înconjoară. 

Orele de curs, seminar şi laborator desfăşurate în mod tradiţional, cu profesorul şi 
studenţii interacționând în mod direct, faţă în faţă, erau menite să îi aducă pe cei din urmă în 
situația de a înţelege legile care guvernează mişcarea mecanică şi de a-i pregăti pentru 
discipline de specialitate care utilizează în mod nemijlocit cunostiințe de mecanică teoretică. 

Verificarea studenţilor la finele semestrului şi atribuirea de note pentru aceştia 
presupunea un examen/colocviu susținut pe baza unui test mixt teorie — aplicaţii care să 
acopere, pe cât mai mult posibil, întreaga curriculă. Alături de aspectele pozitive ale unei 
astfel de evaluări, aprecierea corectă a pregătirii studenţilor poate fi „perturbată” de o serie de 
factori asociaţi activităţii şi personalităţii cadrului didactic (de exemplu, tendinţa de a aprecia 
cu indulgență persoanele cunoscute în comparaţie cu cele mai puţin cunoscute; acordarea unor 
note mai mari în raport cu nivelul de pregătire al subiecților prin probe mai uşoare şi o 
exigenţă scăzută menită a ascunde o realitate nedorită, etc). 

Acest subiectivism al aprecierii poate fi eliminat în mare măsură folosind ca metodă 
de evaluare testul grilă. In acest ultim caz, evaluatorul uman/nonuman nu are de făcut altceva 
decât să constate alegerea făcută de evaluator dintr-o mulţime relativ mică (4 — 6) de 
posibilităţi şi să acorde puncte corespunzătoare opțiunii făcute. Primii care au introdus acest 


tip de test au fost profesorii de matematică, în special la examenele de admitere în universităţi. 
Pe acest segment, testele grilă au câştigat în doar câţiva ani „bătălia” cu sistemul clasic de 
admitere, în principal datorită unui ansamblu de avantaje pe care acestea îl oferă. Alături de 
eliminarea subiectivităţii corectorului, deja menţionată, adăugăm şi rapiditatea în evaluare sau 
existenţa unui criteriu de verificare pentru cel evaluat, şi anume regăsirea răspunsului corect 
printre cele indicate în enunţ. Mai trebuie specificat şi faptul că riscul ca un student nepregătit, 
care bifează răspunsuri mai degrabă la întâmplare, să obțină o notă suficient de mare care să- 
i permită să promoveze examenul este atât de mic încât merită asumat, ţinând cont de 
avantajele amintite anterior. 

Condiţii exterioare sistemului de învățământ, cum ar fi pandemia de coronavirus din 
anul 2020, au determinat extinderea evaluării pe baza testelor grilă la multe alte discipline. 
Am conceput această lucrare pentru a acoperi o astfel de nevoie în cazul mecanicii teoretice. 
Chiar dacă în perioadele mai „liniştite” ale istoriei viitoare este de dorit o îmbinare a 
sistemului de testare clasic cu cel de tip grilă, ritmul din ce în ce mai alert al vieţii şi 
dezvoltarea explozivă a infrastructurilor informatice şi Internetului vor înclina, cel mai 
probabil, balanţa spre talgerul ce conţine testele grilă. Merită totuşi menţionat şi un dezavantaj 
important al testelor grilă: dificultatea conceperii unor aplicaţii elaborate, cu rezolvări lungi, 
care implică probabilității mari ca răspunsul obținut de student să fie afectat de erori de calcul 
sau de abordare. Pentru a include în lucrare şi astfel de situaţii şi pentru a „ghida” studentul 
spre o rezolvare completă, am propus probleme cu răspunsuri structurate pe etape de calcul. 


Lucrarea face parte din bibliografia cursului de Mecanică teoretică predat de autor 
studenţilor Universităţii Maritime din Constanţa, dar poate fi consultată şi de cadre tehnice 
din domeniul industriei şi cercetării, de studenţii institutelor tehnice de învățământ superior 
sau de cadrele didactice care predau mecanica în liceele cu profil industrial. Materia este 
prezentată în succesiunea clasică : statica, cinematica şi dinamica. Fiecare din cele 10 capitole 
este divizat în două secţiuni. Prima dintre ele este dedicată unui set de probleme reprezentative 
complet rezolvate, structurate în strânsă concordanţă cu rezultatele teoretice prezentate la 
curs. A doua secțiune conţine probleme propuse spre rezolvare. Dintre cele patru răspunsuri 
incluse în enunţ, unul singur este corect. Se oferă astfel cititorului posibilitatea să poată 
aprofunda şi aplica fără mari dificultăţi teoremele şi metodele de calcul ale Mecanicii. 


x» 


Autorul s-a străduit să urmeze drumul “Şcolii Româneşti de mecanică”, caracterizat 
printr-o prezentare clară, sistematică şi riguros matematică, deschis de Spiru Haret (1851- 
1912), Traian Lalescu (1882-1929) etc, şi continuat de Victor Valcovici (1885-1969), Caius 
Iacob (1912-1991), Radu Voinea (1923 — 2010) şi de o suită întreagă de mecanicieni în viaţă, 
în plină putere de creaţie, şi care activează cu multă dăruire pentru progresul acestei ştiinţe. 


Sperăm că lucrarea de faţă va reuşi nu numai să fie de real folos studenţilor care se 
pregătesc pentru examene, ci să trezească pentru unii sau să menţină pentru alții interesul 
pentru descifrarea tainelor şi farmecului Mecanicii teoretice. 
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1. Reducerea sistemelor de forţe 


1.1. Teste rezolvate 


> > > > 
RF1. Determinaţi unghiurile &, J şi y dintre forţa F =4 i +6 j+7 k (N) şi axele Ox, Oy şi 
Oz, respectiv. 
a) a =57,242%, B =34712%, y =45852; b) a =66,541, B =53345%, y =45,852 ; 
c) a =57,24%, B = 53,345, y =72525%; d) æ =66,54P, B =34,12%, y =21,895. 


> > 
=} azr A N s 
Rezolvare: F- i -f| i E AE La 4 =0,398> a = 66,547. 
F 42 +62+7 
>> >> 
-j 6 Fk 7 ò 
Analog, cos = —- = —— > f =53345 , cosy = — = — >y = 45,852. 
= F vlOl F 4101 


Răspuns corect: b). 


RF2. Forța F = 500 N trebuie descompusă în două componente: una în lungul dreptei AC, de 
1000 N, şi una în lungul dreptei AB, de 800 N (vezi figura 1.1). 

Determinaţi unghiurile a şi J. 

a) a=2195%; 6=3836;b) æ =20,75; B=3950 ; c) a =2585; B=3446; 

d) a =31,250; B=2842. 


> > > > > 
Rezolvare: Fie Fac şi Fag aceste componente. Avem: F = F ac + F AB. In proiecție pe Ax 


ŞI Ay, această relație se scrie ca: 
Fsin300 = —Facsina + Fag Cos p, F cos 300 = Faccosa-— Fapgsin p (1) 


Ridicând la patrat şi adunând, găsim că: F 2 F Zot F 2 B—2F ACFAB sin(a + p) (2) 


E 10002 + 8007 — 5002 139 


„de unde a+ 3 =60314. 
2.1000 - 800 160 


Inlocuind, obţinem că sin(a + 2 
Prima ecuaţie (1) se rescrie ca: 


Fsin30 =-Fyc sina + Fagcos60314 a) 


sau, înlocuind numeric şi dezvoltând co603 [42 a)= cos603 14 cosa + sin 60,314 sin a 


> 


se ajunge la ecuaţia trigonometrică liniară: 


—30496sin a + 396 16 cosa = 250 (3) 


Ecuația (3), împreună cu identitatea fundamentală sin? a+cosa=l , formează un sistem 
în necunoscutele sina şi cos , cu soluţia acceptabilă sin æ = 0,374, cosa = 0,925. Rezultă 


că a =21950 şi p= 38,360. Răspuns corect: a). 


Figura 1.1 Figura 1.2 


> > > 


RF3. Asupra unui corp articulat în O acționează forța F = i +20 j (N). Dacă OA = 2 m, 
> 
aflați expresia momentului forței F în raport cu punctul O (vezi figura 1.2). 


— 
i 


> [> > > (> 
a) M 4?) =15,437k (N -m); b) M 4?) = —24,865i (N-m); 


> > > > > > 
c) M 4?) = —18268k (N-m); d) M G =31,582k (N-m). 


> > —| 


> > > > i j k > 
Rezolvare: M JE) = OAxF =|-2cos60” —2sin60P 0]=(-40c0560% + 2sin 60) = 
| 20 0 


= L 20+ Be = _18268k (N-m). Răspuns corect: c). 


> > 
RF4. Asupra unui punct material O acționează forțele Fı şi F2, de module F;=10N şi 


F,=5N (vezi figura 1.3a) Dacă unghiul dintre forțe este 0 =135, care este mărimea 


> > 
rezultatei R a celor două forțe şi unghiul g pe care aceasta îl face cu F1? 


a) R=7437N;p=2860;b) R=852N;p=2860; 
c) R=7,37 N; p=3430; d) R =8,52 N; p =34,5°. 


Rezolvare: Vezi figura 1.3b. Pentru determinarea rezultantei se aplică regula 
paralelogramului. In triunghiul OAB, conform teoremei Pitagora generalizată, avem că: 


Sp) 


R =4F2+F2-2F F ,c0s45? = host -210.52 =737N. 


In acelaşi triunghi, teorema sinusurilor permite determinarea unghiului dintre 


> > 
rezultanta R şi forța Fi: 
. 40 
k -= Fa ini ADE a a 
sin45 sing 7.37 


Răspuns corect: a). 


B 
? 
POCO 
> -> 
O Fi O FI A 


(a) (b) 
Figura 1.3 


RF5. Asupra unei bare încastrate în capătul A acționeaza o forță distribuită de forma unui 
semielipse de semiaxe a = 0,5 m şi p = 200 N/m (vezi figura 1.4 a). Momentul acestei forțe 


față de punctul A are modulul: 
a) M =50N-m;b) M =307 N-m;c) M =251 N-m;d) M=75N-m. 


d P 
(a) (b) 


Figura 1.4 


Rezolvare: Vezi figura 1.4 b. 
Forța distribuită se înlocuieşte cu o forță concentrată în mijlocul barei de modul 


map ; Pee an ; ; 
P= Ea =507 (N), egal cu aria acoperită de forțele distribuite. Modulul momentului acestei 


forțe în raport cu A este M = P -a =257x N -m. Răspuns corect: c). 


RF6. Un paralelipiped dreptunghic, de laturi a = 10 cm, b = 20 cm, c = 10 cm, este acţionat 
de forța F = 1000 J6 N (vezi figura 1.5). Momentul acestei forţe faţă de axa DC este de: 
a) 100 N-m;b) 100/2 N-m;c) 200 N-m; d) 100 V6 N-m. 


Figura 1.5 


Rezolvare: Conform definiției, momentul unei forţe faţă de o axă se obţine proiectând pe acea 
axă momentul forţei calculat faţă de un punct oarecare al axei. Putea lua: 


> > (> 
M pcF=prpcMc]|F |. 


> >> > > > > > 
Se ştie însă că pra v = v-u q, deci prpcMc| F |\=Mc|F |-u pc. Dar: 


z >? mi 

AB o/56. 21i +02 j+0.1 k 
Jo, +0,22 +0,1? 
> > > 

i j k 

> > > > 

sic 7 - case - 01 -02 0 
-1000 2000 100 


> > > 
= —1000i +2000j+1000k (N) 


> = 
= —200i —100j (Nm) 


> > > 
si DC —0,1 i -0,1 k 1> 17 
u DC =— = k 


“oc Copec Pf 


astfel încât: 


-> o => 


> [>> > > i> 1> 200 
Mc|F |-u pe=| -200i -100j |-| -—= i -—= k |=7==1002 (Nm). 
(P) asa) iz 


Răspuns corect: b). 
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RF7. Forţele F. = 100 N, F2 = 50 N şi F; = 30 N acţionează asupra barei cotite plane din figura 


1.6 a. Se ştie că a= 300, 0= 60°, l=1m,h=0,5m. Componentele torsorului celor trei forțe 
în raport cu punctul D sunt: 


> > > > > > > > > => 
a) R=25i-80 j, M p =-21,7 k ; b) R=-25i-100j, Mp =14,6k ; 


> > > > > > > > > > 
c) R=-36i-70 j, Mp =-12,5 k ; d) R=—25i-—100j,Mp =-12,5 k. 


E 
Fa 
l a A B 
== B 
F, 
0 C 
Ç 
[1 N MEA > 
r pů Mp 
D 
> > 
F, R 
(a) (b) 
Figura 1.6 
> > > > > > > > > 
Rezolvare: R = Fı+ F2+ F} =F | -sing i -cosa j |+ F| cos? i —sin0 j |+F}i = 


-> > > > 
=(-F;sing+Fcosð+F3)i+(-F cosa- F sinð)j =—25i —100j (N). 


3 
Singura forță care dă moment în raport cu punctul D este F2. Momentul acesteia este: 


> > > 
i j k 
> > > > > > 
Ma B] post: =| 0 h 0|=-F,hcosð k =-12,5 k (Nm). 


F cos -F sinô 0 
Sistemul echivalent în D este reprezentat în figura 1.6 b. Răspuns corect: d). 


RF8. Placa plană trapezoidală din figura 1.7 a, de laturi AB=3a, BC=4a,AD=6a, cu 
a=10cm, este acționată de un sistem de forțe coplanare constând din forțele concentrate 
F=50N şi F,=100V/13 N , forța uniform distribuită de intensitate p =8N/cm şi forța liniar 


distribuită de intensitate maximă q =10 N/cm. Atunci: 
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o 
1. Forţa liniar distribuită este echivalentă cu o forță Q verticală, în jos: 


a) de modul Q =100W , plasată la mijlocul laturii BC; 


BC 
b) de modul Q = 200N , plasată în punctul E e BC astfel încât BE = i 


2BC 
c) de modul 0 =100N , plasată în punctul E e BC astfel încât BE = Ea 


BC 
d) de modul Q =200N , plasată în punctul E e BC astfel încât CE = z 


2. Momentul forței uniform distribuite de intensitate p în raport cu punctul C are modulul: 
a)48 N-m;b)36 N-m;c)24 N:m;d)50 N-m. 

3. Elementele torsorului de reducere al întregului sistem de forțe care acționează pe placă în 
raport cu punctul O sunt: 


=> > > > > 
a) R=—40 i +50 j (N); M o =—60,7 k (Nm); 


> > > > > 
b) R=-30i+60 j (N); M o =—45,8 k (Nm); 


> > > > > 
c) R=40i+50 j (N); M o =-37,2 k (Nm); 


= > > > - 
d) R =—40 i —50 j (N); Mo =—52,5 k (Nm). 


Figura 1.7 


Rezolvare: Vezi figura 1.7 b. 

1. Forța liniar distribuită de intensitate maximă q =10N/cm se înlocuieşte cu o forță 
concentrată de modul egal cu aria suprafeței plane acoperită de forțele distribuite, adică cu 
aria unui triunghi dreptunghic de catete q şi 4a. Rezultă Q = BC-q/2=2aq = 200N . Această 


forță se aplică în centrul de masă al aceleiaşi suprafețe, adică la o treime de C şi două treimi 
de B. Răspuns corect: d). 


2. Forţa uniform distribuită se înlocuieşte cu o forţă concentrată, de aceiaşi direcție şi sens, de 


modul P = AB- p =3ap = 240N , plasată la mijlocul segmentului AB. Momentul acestei 
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2 AB 
forțe în raport cu C are mărimea ud?) = P: F = 240-0,15= 36 N m. Răspuns corect: b). 


3. Expresiile analitice ale celor patru forţe sunt: 


> > > > > > > > > > > o 
F =-F,j=-50j, F,=200i+300 j, P=-Pi =-—240 i, 0=-0 j =—200 j, 


astfel că forța rezultantă este: 


> > > > > > > 
R=F + F+ P+Q=-—40i+50j. 


Toți vectorii moment în raport cu O sunt perpendiculari pe planul Oxy. Mărimea lor, obținută 
ca produs între modulul şi brațul fiecarei forțe şi exprimată în N -m , se obține după cum 
urmează: 


£ 
m d Pi]=-F,:0A12=-2aF = —10 


_OD-OC _ 6aF> _ 
CD 13 


60, 


T 
m d Fa --raoco- F, 


> > 
ud) =+P.-3a/2 = 36, md) =—0,:4a1/3=—26.1. 
Prin sumare se deduce că al doilea vector al torsorului căutat este: 


> > 
M o=—60.7 k (N -m). 


Răspuns corect: a). 


RF9. Se consideră paralelipipedul dreptunghic OABCDELK din Figura 1.8.a, de laturi OA = 
a = 0.3 m, OC = b = 0.4 m și OD = c = 0.6m, acționat de patru forţe şi două momente având 
direcțiile şi sensurile din figură şi modulele F;=200N, F „=100/61N , F 3=150/2 N, 
F4=100VJ29N, M >=50Nm şi M=7555 Nm. Atunci: 


> 
1. Expresia analitică a vectorului F, este: 


> > > > > > > > 
a) Fa=—300i +400j+600k ; b) F»=—300i -400 j+600k ; 


> > > > > > > > 
c) F2=300i +400 j-—600k ; d) F»=300i -400 j—600k . 


2. Modulul forței rezultante este: 
a) R=50V226N ;b) R=545y113N;c) R=37523 N ;d) R=115/11N. 


3. Momentul rezultant în raport cu polul O are expresia analitică: 
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> > > > > > > > > > > > 
a) Mo =75i+235)j-30k ;b) Mo =-175i+276j+210k ;c) Mo=175i—215j+30k ; 


> > > > 
d) Mo =225i -385 j—30kK . 


(b) 


Figura 1.8 


5 
Rezolvare: 1. Forța F acționează pe dreapta BD, de la B către D, unde B(a,b,0), D(0,0,c) 


> A 4 => > 
deci: Fop ap  (0-a)i+ (0-b) j+(c-0)k 


BD ? JO-a} +0-bF+(e-0} 


> > > J 
= —300i -400 j+600k. Răspuns 


corect: b). 


> > > > 
=> — r ne i RSI — 
2. E(a,0,0), A(a,0,0), F =F =F, (e -a)i +0-0 j+ (0-c)k = —200k ; 
EA (a-aP+(0-0P+(o-cP 


> > > > 
> E Z i z - > 
L(a,b,c), 10,b,2), F3=Fa z =Fa (0 a)i + b) j+(c/2 c)k = —150î —150k i 
a LI ` No-aP +e- +(e12-cÈ 
I(a,0.2), CO,b,0, 
o > > - ȘI z Es 
ȘI N e 
Pere F (0-a)i + (b-0) j+(0-e/3)k = —300 i +400j—200xk ; 


JC că (0-a + (p—0P +(0-—c/3P 


> > > > > > > 
R=F1+F+F3+F4=-150i+50k, R=y(-750 +50 =50/226N . Răspuns corect: a). 
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> > > 
i j k 
> > > > => 
0 0 F; 
> > > 
i j k 
> > > > o - 
sol Fa a b 0 |=240i-180j; 
Fay Fa, Faz 
> > > 
i j k 
> > > > => =7 = 
sol Ps -oits a b c |=—-60i-45j+60k; 
F3 0 F3: 
> > > 
i j k 
> > > > o o 
so oixe a 0  c/3|=—80i+120k; 
F 4x Fay E 4z 
> > > > 
> —0)i ERI es, > 
RO,b,c), DO,0,), MM, = M 00 0)i +(0—b) j+(e-c)k =-50j; 


KD  ' [0-0 +0-b}+(e-c? 


> > > > 
=> ee i -a 3 i 
DO,0,c), A(a,0,0, MM PAM (a-0)i+ (0-0 j+(0-c)k 


> > 
=75 i —150k . 
DA Ja —0P +(0-0} +(0-cP 


> > > > > > > > > > > > > > 


Mo =4175 +(-35)2+307 =5V1310N m. Răspuns corect: c). 
O 


Observaţie: In concluzie, torsorul în O este: 


> > > 
R=-750i+50k 

To > > > >` 

M ọ=175i-215j+30k 


Reprezentarea sa este dată în Figura 1.8 b. 
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1.2. Teste propuse 


RF10. Asupra unui punct material O acţionează o forță F = 100 N ca în figura 1.9. Proiecţiile 
sale (în newtoni) pe axele reperului cartezian Oxy sunt: 


a) FF =25, F ;=50; b) F =F 252, F 25003; c) F „=F 25, F 25043; 
d) F F 3NF 80, 


Z 


Figura 1.9 Figura 1.10 


> > 
RF11. Forțele F, şi F2, de module F4=1000N şi F =2000N , sunt paralele şi de acelaşi 


> > 
sens cu vectorii OA, respectiv CB (vezi figura 1.10). Suma celor doi vectori este: 


> > > > > > > 
a) F+F2=3000(N); b) F + F3=3841 i -5121 j+7682 k (N); 


> > > > > > > > > > 
c) Fy+ F=5345 i —1069j-16036 k (N); d) Fy+F=9186 i -15811 j-8354 k (N). 


> > 
RF12. Forțele F,şi F2, de module F;=400N şi F =500N, sunt transmise prin 


> > > 
intermediul a două bare articulației A (vezi figura 1.11). Se ştie că suma lor R = F;+ F, are 


modulul de 700 N şi are direcție verticală. Unghiurile œ şi J ar trebui să aibă următoarele 


valori: 

a) a =4591; p=55520; b) æ =36,92; B=64,320; c) a =55,96; B =45,58; 

d) æ =4944; p=5233%. 

RF13. Bara AB este rezemată în capătul A şi articulată în B. Ea este solicitată de forţa 
o 

concentrată oblică F (vezi figura 1.12). Dacă l = 1 m, a = 0,6 m şi F = 50 kN, atunci 


o 
momentul forţei F faţă de capătul B are mărimea de: 
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a) 235kN-m; b) 188kN-m; c) 341kN-m; d) 175 kN-m. 


Figura 1.11 Figura 1.12 


RF14. Asupra unei plăci pătrate omogene de latură / = 2 m, articulată în vârful O şi aflată în 


> 
poziția din figura 1.13, se aplică forța F , de modul F = 50 N. Modulul momentului acestei 
forțe în raport cu centrul de masă C al plăcii este: 


a) 75Nm; b) 40 Nm; c) 38/2 Nm; d) 50Nm. 


Figura 1.13 Figura 1.14 


RF15. Placa pătratică OABC din figura 1.14, de latură a = 1m, este acționată în cele patru 
colțuri de forțe de module Fo = N, F = Fp=IN şi Fe =2 N . Cele patru forţe se împart 


> > > > 
în două sisteme de forţe, şi anume S = |z A re) , S= |R, F :) „ Atunci cele două sisteme 


de forțe: 
a) sunt echivalente; 


> > > > 
b) nu sunt echivalente, deoarece Pa+FczFo+Fa; 


> > > > > > > > 
c) nu sunt echivalente, deoarece Mo Pa eat Fe) sii Po)iiol | ; 
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d) nu sunt echivalente, deoarece cele două relaţii de mai sus sunt simultan verificate. 


RF16. Pentru a ridica o greutate G un om trage cu o forță F = G de o sfoară inextensibilă 
trecută peste un scripete fără frecare (vezi figura 1.15). Ce forță se exercită asupra scripetului? 


a) 2G: by V2G : 6) 4244260) V2-v/2G. 


Figura 1.15 Figura 1.16 


RF17. Asupra barei în formă de L din figura 1.16 acționează forța F = 100 N şi momentul 
M =20 Nm. Se dau: a = 2m, b = 1 m. Care este torsorul acestui sistem de vectori în punctul 
G? 


> > > > > > > > 
a) R =-50 j (N);Mo =100k (Nm); b) R =-100 j (N); Mo =120k (Nm); 


> > > > > > > > 
c) R=-100 j (N);Mo =80k (Nm); d) R =100 j (N);MG =-120k (Nm). 


RF18. Sistemul echivalent de forțe coplanare care acționează asupra unui dig, forțe datorate 

presiunii apei şi gravitației, este reprezentat în figura 1.17. Se cunosc F=1000kN, 
F =800kN, G = 20004N, a =1,5m,b=2,4m,c=7m,d =1,3m. Momentul rezultant al 

acestor forțe față de coltul O al digului are mărimea: 

a) M ọ=1650kN-m; b) M o=9600kN -m ; c) M o=4690kN -m ; d) M o=8740kN -m. 


aa A 
He A N 


Figura 1.17 Figura 1.18 
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RF19. Una dintre forţele care solicită grinda cu zăbrele din figura 1.18 este F = 1 200 N. Dacă 
distanţele pe figură sunt în metri, calculati momentul forţei în raport cu punctul A. 
a) 2146,7 Nm; b) 1876,5 Nm; c) 3225 Nm; d) 2378,5 Nm. 


RF20. Bara încastrată AB, de lungime a = 1 m, este solicitată de o forţă distribuită pe 
suprafaţa unui trapez (vezi figura 1.19). Dacă p = 350 N/m şi q = 650 N/m, determinaţi 
momentul acestei forțe distribuite faţă de A: 

a) 215 Nm; b) 275 Nm; c) 315 Nm; d) 185 Nm. 


Figura 1.19 Figura 1.20 


RF21. Două cupluri de forţe acţionează în planul diagonal al unui paralelipiped dreptunghic 
(vezi figura 1.20). Momentul rezultant este perpendicular pe acest plan şi are modulul: 
a) 250 Nm; b) 415 Nm; c) 650 Nm; d) 500 Nm. 


RF22. Asupra unei plăci metalice în formă de pătrat de latură a acţionează patru forţe 
conţinute în planul plăcii, având acelaşi modul P (vezi figura 1.21). Atunci: 


s 
1. Momentul forței F , în raport cu punctul A are modulul: 
a) P-a; b) V2P-a; c) 0; d) j3P-a. 

2. Expresia analitică a forței rezultante este: 


> > > > > > > > > > > > 
a) R-(+V2)Pi-Pj;b) R=(i+api+ Bei: 0) R-Pi+2Pj;d) R-V2Pi-Pj. 
3. Expresia analitică a momentului rezultant în raport cu punctul O este: 


x EEs E R > > > > > 
a) M ọ=P-ak ; b) H o-ŻP-ak: 0) M ọ=P-ai-P-a j; d) H o ŽP ak. 


RF23. O bară încastrată, având forma şi dimensiunile din figura 1.22, este solicitată de 


— => 
sistemul de forţe coplanare F,,i=1,4, având direcţiile şi sensurile din figură şi modulele 


F =P, F=2P, F =3P şi F= P\2, unde a şi P sunt constante date. Atunci: 


E 
1. Momentul forței F , în raport cu punctul B are modulul: 
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a) 2Pa; b) Pa; c) 3Pa;d)0. 
2. Expresia analitică a forței rezultante este: 


> > Lă > > > > > > > > Lă 
a) R=Pi+4Pj;b) R=2Pi-2P j;c) RV Pi+2Pj;d) R=Pi-Pj. 
3. Expresia analitică a momentului rezultant în raport cu punctul O este: 


> > > > > > > > 
a) M ọ=P-ak ; b) toZ n]pato sira] P-pat:o ie pai. 


Figura 1.21 Figura 1.22 


RF24. Se consideră cubul OABCDELK din Figura 1.23, de latura OA = a = 50 cm, acţionat 
de patru forțe având direcţiile şi sensurile din figură şi modulele H =F,=100N , 
F = F q= 200N . Atunci: 


5 
1. Cuplul format din fortele F, şi F, are momentul de modul: 


a) 5042 Nm; b) 100 Nm; €) 7542 Nm; d) 50/3 Nm. 
2. Forța rezultante este: 


> > > > > > > > > Lă > > 
a) R=100i +200 j—-100k ; b) R=-100i+2004 ; c) R=0; d) R=200 i +400k . 
3. Expresia analitică a momentului rezultant în raport cu punctul O este: 


> > > > > > > > > > > 
a) M ọ=50i +100 j-—150k ; b) M ọ=250i-400 j ;c) M ọ=100i—100 j+300k ; 


> > > > 
d) M ọ=150i —100j+50k . 
RF25. Piramida triunghiulară OABC, de laturi AB = AC = a = 0,4 m şi noàs]-30. este 


> > > 
acționată de forțele F}, F, şi F, orientate ca în figura 1.24 şi de module F =200N, 


F „=1004/2 N, F =150 N . Atunci: 
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1. Latura BC are lungimea: 
a) 0,3m; b) 0,242 m; c) 0,443 m; d) 025 m. 


4 
2. Modulul momentului forței F , în raport cu punctul O este de: 
a) 100 Nm; b) 50 Nm; €) 30 Nm; d) 20 Nm. 


3. Expresia analitică a forței rezultante este: 


> > > =% > d $ > > > > > 
a) R=-2543 i+25k ; b) R=-10043 i +100 j ; c) R=7543 i-75k ; d) R=-100j+100k. 


Figura 1.23 Figura 1.24 
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2. Centre de masă 


2.1. Teste rezolvate 


CMI. Trei bile mici şi grele, de mase 2 kg, 3 kg şi 3kg, respectiv, sunt aşezate de-a lungul 
unei sârme rectilinii de masă neglijabilă, ca în figura 2.la. Determinaţi poziția centrului de 
masă al sistemului celor trei corpuri în raport cu bila de masă 2 kg: 

a) 0,255 m; b) 0,205 m; c) 0,225 m; d) 0,175 m. 


m, m m3 


O 
=- i 
2 
2kg 3 kg 3 kg 


Figura 2.1 


Rezolvare: Alegem axa Ox, în lungul sârmei rectilinii, cu originea în bila de masă 2 kg şi 
orientată pozitiv spre dreapta (vezi figura 2.1 b). Fie mi= 2 kg, m2= m3 = 3 kg. Abscisele 
celor trei mase (în metri) sunt x = 0, x 2= 0,2 si x 3= 0,4. Centrul de masă are abscisa: 


_mX+m,x,+m3Xx; 2:0+3-0,2+3-0,4 1,8 
Mt mo+ ma 2+3+3 8 


X C = 0,225 š 
Răspuns corect: c). 


CM2. O bucată de fier beton de densitate liniară p=1,2 kg/m este îndoită sub forma unui Z 


asimetric (vezi figura 2.2.a). Precizați coordonatele centrului de masă în raport cu sistemul 
cartezian Oxy considerat în figură: 
a) C(0,812; 0,312); b) C(0,765; 0,245); c) C(0,812; 0,245); d) C(0,765; 0,312). 


y y 
1m Ci 
mı 
0,5 m mp C- 
3 
O 0,5 m x 


C 
O m, x 


(a) (b) 
Figura 2.2 


Rezolvare: Corpul este gândit ca reuniune a trei bare rectilinii, de mase 


m pl=1,2-1=1,2kg, m= pl,=1,2-0,4=0,6kg , m= pl;=1,2-0,4=0,6 kg, 
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având centrele de masă C.(0,5; 0,5), C2(1; 0,25), C3(1,25; 0) (vezi figura 2.2 b). Coordonatele 
centrului de masă C al întregului corp se obţin după cum urmează: 


g = PIX MaXotmaX3 — 1,2-0,5+0,6-1+0,6.1,25 _1,95 
C 


=0,812 
m;+m,+m,3 1,2 +0,6 +0,6 2,4 


i _ m YrtmoYotmay3 _12:0,5+0,6-0,25+0,6:0 _ 0,75 
C 


=0,312. 
m;+m,+m3 1,2 +0,6 +0,6 2,4 


Răspuns corect: a). 
Observații: a) Deoarece densitatea materialului este constantă, expresii echivalente pentru 
determinarea centrului de masă sunt: 


lixitlaxatl3x3 r li YitloYatl3y3 
În Lot la Co lell 


C 


b) Pentru acest exemplu, poziția centrului de masă se poate determina şi geometric. Astfel, 
folosind faptul ca în centrele de masa C2 şi C3 sunt „concentrate” masele egale mz = m; = 0,6 
kg, deducem că centrul de masă al ansamblului format din cele două corpuri se găseşte la 
mijlocul distanței dintre C2 şi C3. In acest punct, C23, putem poziționa masa totală m23= 1,2 
kg (vezi figura 2.2.c). 

In centrul de masă C, avem „concentrată” aceiaşi masă de 1,2 kg, astfel că centrul de masă al 
întregului corp se găseşte la mijlocul segmentului CıC2; (vezi figura 2.2 d). 


(c) (d) 


Figura 2.2 (continuare) 


CM3. Intr-o placă pătratică omogenă de masă M = 4 kg şi latură L = 2 m se practică o gaură 
de rază r = 0,25 m în poziția din figura 2.3. Determinaţi locația pe axa Ox a centrului de masă 
C al corpului astfel obținut: 

a) xc = 2,34 (mm); b) xc = - 11,57 (mm); c) xc = - 18,65 (mm); d) xc = - 25,81 (mm). 


Rezolvare: Datorită faptului că axa Ox este axă de simetrie a plăcii pătratice găurite, centrul 
de masă C se va afla într-adevăr pe această axă (deci yc = 0). Poziția sa este dată de relația: 


Mit Tipo 


E, co 
Mo Ma 
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unde m=M =4kg este masa plăcii pătratice, m, masa suprafeţei discoidale a găurii, x i = 0 
abscisa centrului de masă a plăcii pătratice şi x 2 = 0,5 m abscisa centrului de masă al găurii 
practicate. Pentru a determina masa m.» , ar trebui determinată densitatea materialului din care 
a fost confecționată placa: 

M 4 kg 
= =l. 


ui l 22 m 


Găsim apoi că m,= p- zr 21-77-0252 =Z =0,1963 kg, astfel că 
16 
__4-0—0,1963.0,5 


Xc = —0,02581m = 25,81 mm. 
4-0,1963 


Răspuns corect: d). 


Figura 2.3 Figura 2.4 


CM4. O placă plană şi omogenă este mărginită de o dreaptă şi de o parabolă, aşa cum se arată 
în figura 2.4. Determinaţi coordonatele centrului ei de masă: 


PEII) 


Rezolvare: Coordonatele centrului de masă pentru o placă plană cuprinsă între curbele de 
ecuație y= f(x) şi y=g(x), cu xela,b], se determină cu formulele: 


Pewa PPO- a 
HET h f Y7 p i 
|, (fœx)-gx))dx |, (F(9-a(30)dx 


Ecuația dreptei OA este y=mx, cu m=tg 600=+/3. Coordonatele punctului de intersecţie 
dintre parabolă şi dreaptă se obţin rezolvând sistemul y= f(x) = Ax, y=g(x)=3x”. Găsim că 


Aa . In consecinţă, 


NE) 
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| (ax? 1 W bx?-9x4)ax 


(ara) Adi > (ua as 


X c 


Dar 
1/43 
B 2 

| Nae ar for 
0 2 o 


1/43 3 
EA, + Mar 3a2ar= 32-20 a 
18 “0 3 A 36 


1/43 


[br 2 ox4]dx=x cai 


astfel încât x LN y ta, Răspuns corect: c). 
5 
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CM5. O placă pătratică omogenă de masă m = 2 kg şi latură l = 10 cm este aşezată pe o 
placă triunghiulară omogenă de masă mı = 6 kg (vezi figura 2.5). Aflaţi coordonatele centrului 
de masă (în centimetri) pentru sistemul celor două plăci: 

a) (12,5; 14,5); b) (9,3; 15); c) (10,6; 18,34); d) (7,78; 24,1). 

Rezolvare: Centrul de masă C; al suprafeţei triunghiulare se găseşte la o treime de baze pe 
direcţia fiecărei catete, deci C+(10, 10). In cazul plăcii pătratice, centrul de masă Co» se găseşte 
la intersecţia diagonalelor. Cum triunghiul dreptunghic OAB este isoscel iar diagonalele unui 
pătrat formează 45° cu laturile, deducem că diagonala AD a plăcii pătratice este orizontală, 


adică C2(5 Aa: 30). Rezultă pentru centrul de masă al sistemului coordonatele: 
2.30 


a =15(cm)- 


„Mit max _6:10+2-542 -93 (em); y= May _6:104 


mı+m, 6+2 m+m, 64 


Răspuns corect: b). 


30 cm 


Figura 2.5 Figura 2.6 
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CM6. Două bare în formă de arc de cerc sunt lipite ca în figura 2.6. Se dau p;=1kg/m, 
p>=2kglm, a;=600, a»=900 şi R;=20cm. Să se determine R, astfel ca centrul de masă al 
ansamblului să se găsească în O: 


a) R2 = 9,85 cm; b) R> = 7,76 cm; c) R2 = 8,53 cm; d) R2 = 10,02 cm. 


Rezolvare: Centrul de masă C al unui arc de cerc de rază R şi unghi la centru 2a se găseşte 


pe bisectoare la o distanţă egală cu R SDA de centrul cercului din care a fost decupat arcul de 
a 


cerc, unde unghiul a se exprimă în radiani. In plus, lungimea arcului este dată de 


0 
js ae Ca» Cum pentru ansamblul celor două corpuri centrul de masă se află pe Ox, 
360 
poziţia sa este dată de abscisa x= "14122. Condiţia problemei (centru în O) impune ca 
my+ ma 
x=0, deci: 
m Xp mo X,=0. 
Dar 
27R:600 z m m 
Mi pi Li pp 4 -2p R=%.1-0,2=— (kg), 
521415 Pi 360 PI 3 15 
27 R-900 z m 
m=p Lo po R=2-2-R;=TR3, 
25 Pab Pa 3609 PI > 2 2 
sin? ine 
m T mT m mT 
6 4 


Inlocuind în m, x;+m, x,=0 , se obține o ecuație în R3, cu soluția R2 = 7,76 cm. 


Răspuns corect: b). 


Figura 2.7 
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CM7. Corpul omogen din figura 2.7 este obţinut ca reuniune între un cilindru A de lungime 
IA = 0,5 m şi rază RA = 1m, un al doilea cilindru B de lungime lg = 4 m şi rază Rg = 2 m şi un 
bloc cubic, de latură lc = 3 m. Axa y este axa de simetrie. Originea O este centrul geometric 
al cilindrului A. Unde este plasat centrul de masă al întregului corp? 

a) y = 5,38 m; b) y = 4,45 m; c) y = 3,98 m; d) y = 6, 12 m. 


Rezolvare: Datorită simetriei, coordonatele centrului de masă sunt date de relațiile 


SAS 


x=2=0,y=E—, 


2 

i=l 
unde y; şi V;,i=1,2,3 reprezintă coordonata y corespunzătoare centrului de masă a 
corpurilor A, B şi C şi volumul lor, respectiv. Avem că: 


y= 0m), V= rR} l= 7-1 -0.5 =0.57 (m°) 


a + Ei $ =2.25 (m), V >= 1 RZ l g= 7-0,2? -4=0.167 (m) 


N d mau 


lec 0.5 3 3 3 3 
= +4+>=5.75 (m), V 3=lc=3=271(m). 
a = (m), V 3=l¢ (m) 


__0.57:0+0.167.:2.25+27.5.75 
0.571+0.167+27 


l 
d ie pal 


Deci, y = 5.38m. Răspuns corect: q). 


30 C„(-20,15)g 


(a) (b) 
Figura 2.8 


CM8. Corpul din figura 2.8 a este confecţionat prin sudarea a trei bare omogene de densitate 
liniară p=2kg/m. Dimensiunile din figură sunt date în centimetri. Atunci: 


1. Masa totală a barei este de: 


a) M = 2,45 kg; b) M = 1,86 kg; c) M = 3,12 kg; d) M = 2,36 kg. 
2. Ordonata (în centimetri) barei în formă de semicerc este: 
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ay = 12; b)y= 19;0)y= 39;d)y= 202. 
m 37 
3. Abscisa (în centimetri) centrului de masă al întregului corp este: 


a) x c = 0; b) x c = 0,24; c) x c = - 2,97; d) x c = - 4,68. 


Rezolvare: 1. Cele trei bare sunt prezentate în figura 2.8 b, împreună cu centrele lor de masă. 
Masele lor sunt, respectiv: 
m= pL;=2kg/m:0,3m=0,6 kg, 


m= pL,=2kg/m: m: 0,2m=0,47 kg =1,26 kg , 


m= pL,=2kg/m- 0,2 +0.15? m=0,5kg . 


Rezultă o valoare de M=m,+ m+ m3=2,36kg pentru masa corpului. Răspuns corect: d). 


T 
: IN — 
2. Unghiul la centru este 2a = z, astfel încât y -= REZ -20 -z 40 . Răspuns corect: b). 
a z 
2 


3. x= Mikir marat iu at SI 06: 204126010510 = -2,97 - Răspuns corect: c). 


CM9. Placa plană omogenă din figura 2.9 a s-a obținut prin îndepărtarea dintr-o placă 
dreptunghiulară de laturi a = 60 cm şi b = 30 cm a unei suprafețe dreptunghiulare de laturi 24 
cm, respectiv 21 cm, şi a unui semidisc de rază 15 cm. Atunci: 

1. Presupund că masa plăcii rămase este de 3 kg, care a fost masa plăcii dreptunghiulare 
inițiale? 

a) 4,85 kg; b) 5,73 kg; c) 2,72 kg; d) 6,21 kg. 

2. Abscisa (în centimetri) centrului de masă al semidiscului este egală cu: 


a) af3-+); 13+ Lo agn, 
m mT T T 


3. Ordonata (în centimetri) centrului de masă al întregului corp este: 


a) 16,2; b) 13,4; c) 10,9; d) 12,6. 


y y 


(a) (b) 
Figura 2.9 
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Rezolvare: 1. Aria plăcii din figura 2.9 a este A=A,-Ap-A3, unde A/=60:30=1800cm?, 


A3=24-21=504cm? şi As=:152/2=35343cm?. In concluzie, A=94257 cm?. Densitatea 

materialului din care a fost confecţionată placa este: p= M 0,0032kg/cm°. Masa plăcii 
A 

dreptunghiulare inițiale a fost de M = p A,=0,0032.1800= 5,73 kg . Răspuns corect: b). 

2. Poziția (pe orizontală) a centrului de masă C3 al semidiscului (vezi si figura 2.9 b) în raport 

cu centrul O; este dată prin 


0033-15: 2-2, 


1 
T 


astfel că x,=a-0,C3=60 20 203 ) Răspuns corect: a). 
m 


3, T mıyım my27 mM3Y3 _ Ay Á2y2—Á3y3 = 1800-15-—504.19,5-35343.15 _ 
á M A 94257 
Răspuns corect: d). 


12,6- 


CM10. Corpul din figura 2.10, ale cărui dimensiuni sunt date în centimetri, a fost confecționat 
din oţel de densitate 7800 kg/m?. Atunci: 

1. Massa sa este: 

a) 171,47 kg; b) 213,86 kg; c) 86,34 kg; d) 320,45 kg. 

2. Centrul de masă al conului se află la o distanţă z» faţă de baza sa, unde: 

a) z2 = 10 cm; b) z2 = 15 cm; c) z2 = 12,5 cm; d) z2 = 8 cm. 

3. Centrul de masă al întregului corp are cota: 

a) zc = -1,34 cm; b) zc = 3,45 cm; c) ze = 5,28 cm; d) ze = 2,96 cm. 


Figura 2.10 


Rezolvare: 1. Volumul semisferei este vy, 2 zR? 2 z416 =8579cm? iar al conului, 
3 


_zR?h __1:162.50 


=13404cm? . Masa corpului are valoarea: 
3 


V3 
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M = PV = p(V +V 3)=7800 ŽE -0,0219837 =171,47 kg - 
m 


Răspuns corect: a). 

2. Centrul de masă al unui con circular drept se află la o pătrime din înălțime față de bază. 
Răspuns corect: c). 

3. Centrul C al corpului se află pe axa de simetrie Oz şi are cota: 


Vizı+Vaz2 _8579-(-6)+1340412,5 
V+Va 21983 


C = 5,28 cm, 


deoarece pentru o semisferă de rază R centrul de masă se află la o distanță de 5R/8 față de 
bază. Răspuns corect: c). 


2.2. Teste propuse 


CM11. Două puncte materiale, de mase m = 2 kg şi m 2= 3,5 kg, sunt plasate în punctele A 
şi B ale axei Ox de abscise x ı= 1,2 m şi x2 = 1,9 m (vezi figura 2.11). Poziţia centrului de 
masă C al celor două puncte materiale este caracterizată prin abscisa: 

a) xc = 1,585 m ; b) xc = 2,126 m; c) xc = 1,646 m ; d) xc = 1,793 m. 


Figura 2.11 Figura 2.12 


CM12. Centrul de masă al plăcii plane şi omogene în formă de L din figura 2.12 are 
coordonatele: 


a) (22 o) (2.3); c) K 0 laah 


4'4 6'6 8-8 


CM13. Intr-un disc omogen de rază R se practică o gaură circulară de rază 0,5R (vezi figura 
2.13). Poziţia centrului de masă C pentru discul găurit se caracterizează prin abscisa: 


a) so R; b) x= ER; 0) so ERĂ) oh: 


CM14. O placă dreptunghiulară şi două plăci triunghiulare sunt aşezate ca în figura 2.14. 
Masele celor trei corpuri omogene sunt, respectiv, mi= 4 kg, m= 2 kg şi m; = 1kg iar a este 
o distanţă cunoscută. Coordonatele centrului de masă pentru ansamblul celor trei corpuri sunt: 
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a) (Baa); b) raza); c) za); d) (Bata), 
21 îi “a 2 153 


LLN., 
CAZ 


Figura 2.13 Figura 2.14 


CMI15. N particule de mase m, 2m, 3m, ..., Nm, se află aşezate pe o dreaptă la distanţele L, 
2L, 3L,.., NL de punctul fix O (vezi figura 2.15). Distanţa între centrul de masă al sistemului 


de particule şi O este egală cu: 
y 
I 
X 
O 


a) 3N+2 1;b) 2N +1 N+4 
4 
Figura 2.15 Figura 2.16 


TOLLO Cate, 
2 5 


CM16. Bara omogenă din figura 2.16 simulează o ancoră. Dacă l = 3R şi r= a atunci centrul 
2 


de masă are ordonata: 


R: _17+13 n.g 6z+7 
27 +1 re 27+3 e 


R; = 
m+6 je 


CM17. Placa omogenă din figura 2.17 reprezintă secţiunea transversală a unei contragreutăți 
(trei sferturi de disc). Centrul de masă are ordonata: 
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343 5/2 R 42 
a) =- R; b) = R; C) =--; d) =—-— R 
i 27 C 3m+1 j re 97 
y 
P 
Figura 2.17 Figura 2.18 


CM18. Coordonatele carteziene ale centrului de masă al plăcii plane omogene din figura 2.18 
sunt: 


(14-37)R aa R opa _(4+37)R pa + 
32+) C 3(2+) € 6(l+z) © 6+7) 
d) x= (8-37)R 9R 


a) xc= 


iad 7 407) 


CM19. Determinaţi poziţia centrului de masă al plăcii plane omogene din figura 2.19. 


Dimensiunile sunt date în metri. 
a) yc = 2,553; b) yc = 3,808; c) yc = 1,974; d) yc = 4,105. 


y 


D 


Figura 2.19 Figura 2.20 


CM20. Dintr-o placă semicirculară ABK de rază R se decupează o suprafață triunghiulară 
ABL de bază 2R şi înălțime OL = h. Pentru ca centrul de masă al plăcii rămase să coincidă cu 
vârful L al triunghiului este necesar ca: 


a) h = 0,453 R; b) h = 0,612 R; c) h = 0,557 R; d) h = 0,395 R. 
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CM21. Determinaţi poziţia pe axa Ox a centrului de masă al corpului din figura 2.21, format 
din două sfere de raze R şi r= R/2, unite printr-un cilindru de înălțime R şi rază a bazei a = R/8 


659 465 
a) xc=3R; b) x-=—— R; €) x= — R; d) x R. 
c KEET] co T87 pi at 


Figura 2.21 


CM22. Corpul din figura 2.22 este confecţionat prin sudarea a trei bare omogene de densitate 
liniară p=2kg/m. Dimensiunile din figură sunt date în centimetri. Atunci: 


1. Masa totală a barei este de: 

a) 2,2 kg; b) 1,8 kg; c) 3,4 kg; d) 1,5 kg. 

2. Coordonatele (în centimetri) centrului de masă al barei de lungime 30 cm sunt: 
a) x=-7,543,y=7,5; b) x=-15,y=-1543 ; €) x=-7,5,y=-7,543 ; d) x=15, y=-7,543 . 
3. Centrul de masă C(xc,yc) al corpului are proprietatea că: 


a) xc>0,yc>0; b) xc<0, yc>0; 0) xe<0, yc<0; d) xc>0, yç<0. 


Figura 2.22 Figura 2.23 


CM23. Un corp a fost confecționat prin sudarea a două bucăți de sârmă groasă omogenă în 
formă de semicerc, de raze Rı = 20 cm, R2 = 12 cm şi mase mi = 0,7 kg, respectiv m = 0,4 
kg (vezi figura 2.23). Atunci: 

1. Lungimea totală a corpului este de: 

a) 367 cm; b) 647 cm; c) 327 cm; d) 120 cm. 


2. Ordonata centrului de masă pentru semicercul de rază R; este: 
a) y=10 cm; b) "o cm; c) y= 80 cm; d) TE cm. 

T 37 T 
3. Abscisa centrului de masă pentru întreg corpul este: 
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a) xc= 31,63 cm; b) xc=30,58 cm; €) xc=3832 cm; d) xc= 2872 cm. 


CM24. Placa plană şi omogenă din figura 2.24 a fost obţinută dintr-un carton de densitate 
p=300g/m? Dimensiunile sunt date în centimetri. Atunci: 


1. Massa plăcii este de: 

a) 33,75 g; b) 52,65 g; c) 100,25 g; d) 45,85 g. 

2. Abscisa (în centimetri) centrului de masă pentru întreg corpul este: 
a) 10,65; b) 15; c) 13,54; d) 12,78. 

3. Ordonata (în centimetri) centrului de masă pentru întreg corpul este: 
a) 25; b) 22; c) 20; d) 17. 


CM25. Dintr-o bucată de tablă groasă şi omogenă a fost decupată placa plană din figura 2.25 

(un semidisc şi o suprafaţă triunghiulară). Dimensiunile sunt date în centimetri iar masa totală 

a plăcii este de 10 kg. Atunci: 

1. Densitatea tablei din care a fost confecţionată placa este de: 

a) 15,45 kg/m?; b) 23,18 kg/m?; c) 19,29 kg/m?; d) 26,93 kg/m?. 

2. Ordonata (în centimetri) centrului de masă al semidiscului este: 

a) 150; p) 80; c) 160; q) 80, 
37 T Tr 37 


3. Ordonata (în centimetri) centrului de masă pentru întreg corpul este: 


a) 9,75; b) 8,26; c) 12,65; d) 5,37. 


50 E 


40 x 


Figura 2.24 Figura 2.25 
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3. Echilibrul punctului material 


3.1. Teste rezolvate 


> > > 
EP1. Asupra punctului O din figura 3.1 acționează forțele coplanare F1, F2 şi F3. Dacă 


F;=400 N , aflaţi Fa şi F3 pentru ca punctul să rămână în echilibru. 
a) Fa= 2004/6- V2) N, Fa=400lf3 -1) N; b) F3= 100/6 + V2) N, Fa= 4003 +1) N; 
c) F= 200/6 +42] N, F3= 200043 -1) N; d) F a= 2004/3 - V2) N, F3= 4004/3 +2) 


> > > > 
Rezolvare: Condiţia de echilibru a punctului, F + F 3+ F 3= 0 , se proiectează pe orizontală 


şi verticală pentru a obține sistemul 
F 3 c0s45° + F 3005300 =F}, Fa sin45° -F3 sin300 =0. 


Soluția sa este F= 20046 E ) F3= 4003 ai) Răspuns corect: a). 


Figura 3.1 Figura 3.2 


EP2. O lampă de greutate G = 50 N este suspendată prin intermediul a două fire inextensibile 


AB şi AC (vezi figura 3.2). Dacă a = 60° şi J= 120°, care sunt forțele de tensiune în cele 
două cabluri: 

a) Tag =18,5 N, Tac =35,4 N; b) Tåg =22,8 N, Tac =51,2 N ; c) Tap =25 N, Tac =43,2 N 
d) Tag =31,7 N, Tac =40 N. 


> > > > 
Rezolvare: Ecuația vectorială de echilibru a punctului A este: G+T 4g+T c= 0. Alegând 


axele Ax şi Ay în lungul firelor (de observat că unghiul BAC este drept) şi proiectând ecuația 
de echilibru de mai sus, obținem ecuațiile scalare: 


Tac — Gcosa =0, TAB - Gsina =0. 
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Rezultă Tac = Gcosa = 50c0s60 = 25 N, Tag = Gsina = 50sin600 = 253 N = 43,2N.. 


Răspuns corect: c). 


= 
EP3. O sferă de greutate G se reazemă în punctele A şi B pe doi pereţi, înclinați cu unghiurile 


æ şi P față de planul orizontal (vezi figura 3.3 a). Reacţiunile normale în cele două reazeme 
au modulele: 


sin f sin a sin 8 sin a 
N =G „N =G ;b) N 4>=G-— „N p>=G-— i 
Li, cos(a +2) ui cos(a + 2) rad sin(a + £) ii sin(a + £) 
cos f Cos A 
N =G „N p=G ; d) N = Np =Gsinasin p. 
a sin(a + p) ý sin(a + p) AB p 
Rezolvare: Reacțiunile normale în reazemele A şi B sunt perpendiculare pe cei doi pereți şi 
> 


sunt concurente cu greutatea G în centrul sferei (vezi figura 3.3 b). Totul se reduce la 
echilibrul centrului O al sferei sub acțiunea a trei forțe. Ecuația de echilibru, 
>> > > 

G+ N 4+ Np = Q „se proiectează pe direcțiile orizontală şi verticală după cum urmează: 


Nasina — Npsinf =0, Nacosa + Npcosf-G=0. 


o SE sin f sin a S 
Soluţia acestui sistem liniar este N 4= G-—7——— = me Răspuns corect: b). 


sin(a + BY ui sin(a +2 


a) b) 
Figura 3.3 


EP4. Un balot de materiale de construcții de greutate G = 2 KN este ridicat pe verticală cu 
ajutorul unui troliu (T), prin intermediul unui cablu inextensibil trecut peste un scripete fix 
(B). Scripetele este susținut în poziția din figura 3.4 a de un sistem de două grinzi. 


Considerând a = 30°, determinaţi eforturile din grinzi: 
a) Ssa = 5,45 kN, Sac = - 7,46 KN; b) Spa = - 6,47 kN, Sac = 2,69 kN; 
c) Sga = - 5,91 kN, Sec = - 1,96 kN; d) Sga = 4,23 KN, Sgc = - 2,85 KN. 
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> > 
Rezolvare: Fie $ gA şi Sc eforturile din cele două grinzi. In ipoteza în care cablul este 
perfect flexibil iar frecările sunt neglijabile, tensiunea din cablu este constantă şi de mărime 


> > > > > 
G. Ecuația de echilibru a forțelor concurente în B, SpBa+SpBc+Ti+T2=0, unde 


Tiı=T=G , se proiectează pe axele Bx şi By, alese ca în figura 3.4 b. Cele două ecuații de 
proiecție sunt: 
Spa +t Sgccosa+Gsina=0, Spcsina+Goosa+G=0, 
astfel că 
1+ cos a 1+ cos 300 


SBc = - G = BESET -2 =-7,46 kN , 
sin % sin 30 


Spa = -Spcoosa —Gsina = 7,46: cos 300 — 2sin300 = 5,45 AN . 


Semnul „-,, din faţa lui Sgc arată că această grindă este comprimată, în timp ce grinda AB este 
întinsă. Răspuns corect: a). 


A 


Q4 


a) b) 
Figura 3.4 


EP5. Un corp paralelipipedic M de mici dimensiuni şi greutate G = 10 N se găseşte în 


echilibru pe un plan înclinat cu unghiul & = 30° față de orizontală. Contactul între corp şi 
plan se face cu frecare de coeficient de frecare la alunecare 4 = 0,25. Pentru a menţine corpul 


în echilibru, acesta este legat cu un fir ideal de vârful A al planului (vezi figura 3.5 a). In plus, 
5 
asupra corpului M acţionează forța F , conținută într-un plan paralel cu planul înclinat şi 


orientată după dreapta de cea mai mare pantă a planului. Pentru J = 450, determinaţi 


- 
valoarea minimă a forței F pentru menţinerea echilibrului. 
a) F min = 3,67 N; b) F min = 2,55 N; O) F min = 7,12 N; d) F min = 1,94 N. 
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OS] 


N 


D 
Figura 3.5 a 


> > > 
Rezolvare: Fie N reacţiunea normală pe planul înclinat, § tensiunea din firul AM şi T forța 


de frecare. Deoarece corpul M este prins cu firul ideal AM, el poate doar să descrie o 
traiectorie aflată pe cercul cu centru în A şi de rază AM. Forța de frecare (tangentă la 
traiectorie) va fi perpendiculară pe raza AM. In plus, deoarece interesează valoarea minimă a 


> 
forței F , înseamnă că pentru valori mai mici decât aceasta corpul va aluneca spre baza CD. 


Forța de frecare se va opune acestei tendințe (vezi figura 3.5 b). Echilibrul impune condiția 
vectorială 
> > > 


> > > 
G+F+N+S+T=0. 


Figura 3.5 b 


In proiecții pe axele reperului cartezian Mxyz avem că: 


SF is =Tsing-Scosp=0 (1) 
X Fi, =Toosf+Ssin + F-Gsina=0 (2) 
Fi. =N-Goosa=0 (3) 
In plus, 

T<uN (4) 


Din (3) deducem imediat că 


iar din (1) şi (2) 
S =Ttg p , T =Gsina cos p -F cos p. 


sin æ cos f — u cos a 
cos f 
sin a cos J — u cos & sin 300 cos 450 — 0,25 cos 309 
min = E IRI IE 
cos f cos 45 


Răspuns corect: d). 


Inlocuind în (4) şi rezolvând în raport cu F, obţinem F > G . In concluzie, 


F =1,94 N , 


EP6. Se consideră curba lucie de ecuație y = Jx, raportată la sistemul de axe Oxy, planul 
curbei făcând unghiul a cu planul orizontal. Un inel de greutate G poate aluneca pe această 
curbă fiind acționat şi de forța F , paralela cu Ox ( figura 3.6 a ). Să se determine poziția de 
echilibru a inelului pe curbă data prin abscisa xo . 
2 2 2 2 
a) X0= cos? a. b) X0= 5, sina. c) X0= sin 20 ; d) Xp= sina. 
4F? , l 4F? F? 


y=4x 


Figura 3.6 a 


1 
Rezolvare: Fie x abscisa punctului de echilibru şi 8 =arctg f '(xo)= arctg — = 
24x0 


unghiul format de tangenta la curba y= Jx cu axa Ox în acest punct (vezi figura 3.6 b). 


* > > + > 
Pentru echilibru: G + N + N 3+ F = 0. Pe axele reperului Oxyz avem următoarele ecuaţii 


scalare de echilibru: 
Š X F-Nusinf=0 
$ YEN; cos -G sing =0 
Yz=N-G cosa =0 


Din primele două ecuaţii găsim că F =N sin, Gsina = N cos £ , care, prin împărţire, duc 


la: 
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F 1 F G? 3 
= x = . 
Gsina 24x0 Gsing 


Figura 3.6 b 


Răspuns corect: b). 


3.2. Teste propuse 


> 
EP7. O lampă de greutate G este suspendată într-un punct O, aflat în acelaşi plan vertical cu 


punctele A şi B (vezi figura 3.7). De două fire, legate de O şi trecute peste doi scripeți mici în 
> > 
A şi B, atârnă greutățile P şi Q . Presupunând unghiurile œ şi J cunoscute, determinaţi 


> > 
modulele greutăților P şi Q care asigură echilibrul lampei în poziția dată. 


cos f cos a sin f sing 
P=G „Q =G ;b) P=G .0=G 
a) sin(a + £) zi sin(a +8)” b) cos(a + £) g cos(a +8) 
cos f cos æ sin f sing 
P= „Q =G ;d) P=G „Q =G E 
°) cos(a + 8) cos(a +8)” d) sin(a + £) zi sin(a + 2) 
i n C B 
[94 o B 
G 
P o 
Figura 3.7 Figura 3.8 


EP8. Să se determine eforturile (forţele de tensiune) din cablurile de suspendare AC şi AB, 
dacă Fi = 5 kN şi F> = 3 kN (vezi figura 3.8). 
a) Tac = 2,9 KN, Tag = 4,22 KN; b) Tac = 1,8 KN, Tae = 5,47 KN; 
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c) Tac = 4,56 kN, Tas = 3,75 kN; d) Tac = 2,67 KN, Tas = 4,83 KN. 


EP9. Care este direcția de deplasare a pendulului din figura 3.9 şi tensiunea din cablul de 
agăţare OA? 

a) dreapta; Toa = 435,65 N; b) stânga; Toa = 514,71 N; c) dreapta; Toa = 700 N; 

d) stânga; Toa = 623,75 N. 


O 


60% A 30° 
F=250N 
F=450N 
Figura 3.9 Figura 3.10 
> > 


EP10. Pentru susținerea greutăților P şi Q se foloseşte un sistem de cabluri şi scripeți ca în 


figura 3.10. Dacă P = 80 N, Q = 100 N şi 4 = 450 , care este valoarea tensiunii din cablul BC? 
Toate frecările sunt presupuse a fi neglijabile. 


a) 180 N; b) 10042 N; c) 120 N; d) 8042 N. 


EP11. O platformă pe care este aşezată o greutate W este suspendată prin intermediul a două 
cabluri ataşate unor corpuri paralelipipedice de greutăți Gi= 2000 N şi G = 1000 N. 
Coeficienţii de frecare la alunecare dintre aceste corpuri şi suprafaţa orizontală de reazem sunt 
4=0,2 şi 42=0,3 (vezi figura 3.11). Care este valoarea minimă a greutăţii pentru care 
platforma începe să coboare? 

a) W min = 600 N; b) Wmin = 300 N; c) Wmin = 700 N; d) Wmi = 450 N. 


Figura 3.11 Figura 3.12 
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EP12. Un corp paralelipipedic de greutate G = 100 N se află pe un plan înclinat cu 20 faţă 
de orizontală (vezi figura 3.12). Coeficientul de frecare la alunecare este 4/=0,3. Ce forță F 


maximă ar trebui să acţioneze asupra corpului, la 30° faţă de orizontală, pentru ca corpul să 
nu urce pe planul înclinat? 

a) 132,76 N; b) 78,19 N; c) 151,08 N; d) 214,55 N. 

EP13. Asupra unui punct material O acţionează un sistem de patru forţe coplanare de module 
FF, F= Aa F3=F şi F4=2F „unde F este o constantă dată (vezi figura 3.13). Dacă 


a = 480, precizaţi expresia analitică a unei a cincea forţe astfel încât punctul O să fie în 
echilibru: 


o > > > > > > > > > 
a) F5=2F i ;b) FF j ;c) FsFi+F j;d) F5=2Fi-F j. 
y 
= > 
F3 ri 
> i 
a x 
> 
Fa 9 Fi G 
Figura 3.13 Figura 3.14 


EP14. Un inel de greutate G , rezemat cu frecare ( coeficient de frecare x= 0,2) pe un cerc 


i 
vertical este acţionat cu forţa orizontală F , de modul egal cu G . Să se determine poziţiile de 


echilibru ale inelului , date de unghiul 0 (vezi figura 3.14). 


2 3 34 35 1 
a) tgĝ0 e|, >l; b) tg e| >,—l|;c)tgĝel>,>]|;d)tgĝel—,2]l. 
oeli) moca. tl: o woel, |:o oelt.2 
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4. Echilibrul solidului rigid 


4.1. Teste rezolvate 


=: 
ERI1. Determinaţi distanţa d la care trebuie să acţioneze forța P pentru ca bara AB să rămână 


în echilibru în poziţia din figura 4.1 a. Greutatea barei se consideră neglijabilă. 


0) aha SE o) d=; c) pe ; d) e 
cos 0 sin 0 sin? 8 cos? 0 


a) b) 
Figura 4.1 


Rezolvare: Se eliberează bara de reazemele din A şi C, care se înlocuiesc cu reacțiunile 


3 
normale N a ŞI N ç (vezi figura 4.1 b). Ecuațiile de echilibru scalare sunt: 


x; =N a Nesin 0=0 (D) 

XY; =Nccos0-P=0 (2) 

SM ia = Ne = P-deos0=0 (3) 
< cos 0 


Din (2) rezultă că N ¿= . Prin înlocuire în (1), obținem şi N „= Pg 0. Distanţa d se deduce 


cos 


prin înlocuirea reacţiunii Nc în (3): Epa P-dcosĝ=0>d= a 


. Răspuns corect: d). 
cos? cos? cos"0 


ER2. Bara omogenă AB este articulată în A şi prinsă în B de un resort elastic de constantă k, 
care are capătul O fix (vezi figura 4.2 a). Resortul este în stare naturală dacă bara este în 
poziţie orizontală. Greutatea barei este G = 80 N iar lungimea sa l = 1 m. Determinaţi constanta 


elastică a resortului dacă bara este în echilibru atunci când 8 =300. 


a) k = 140 N/m; b) k = 179,4 N/ m; c) k = 214,6 N/ m; d) k = 165,9 N/m. 
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B C 


a) b) 
Figura 4.2 


Rezolvare: Lungimea resortului în stare naturală este lo = L — l = 1 m. Asupra barei eliberate 
> > > 
acționează componentele H į şi V į ale reacţiunii din articulația A, greutatea G a barei şi 


> 
forța elastică F „ din resortul întins (vezi figura 4.2 b). Ecuația de momente pe bară, scrisă în 


raport cu A, este: 


G-Ecos0-F q'b=0, =) 


unde, din triunghiul ABC, b =] sina. Forța elastică este dată de relația 


Pataas -n)a EEan 1) arara- 


Teorema sinusurilor în triunghiul OAB conduce la relația: 


L œ 
sin(180-a) sin’ 
Lsin 0 _ Lsinð 


OB 5243 
G-cos0 = A3 IEI 00 


de unde -£ 5-43 gga" 5-23 B 
2L 5-2/3 -1 4 5-243 -1 


de unde sin a = sin(180 a) = . Revenind la (*), obţinem că: 


Lsin 0 
45043 


=179,4N/m. Răspuns corect: b). 


ER3. Bara semicirculară OA, de rază R = 0,5 m, este încastrată în capătul O şi solicitată de 
forţele concentrate F =200N, P=70N şi Q =120VJ2 N (vezi figura 4.3 a). Toate forţele 


; ia T 0 r i AA 
acționează în lungul razei iar a =45'. Determinați momentul în încastrarea O. 


a) 95 Nm; b) 140 Nm; c) 75 Nm; d) 210 Nm. 
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Figura 4.3 


> [> > > 
Rezolvare: Incastrarea din O se înlocuieşte cu reacţiunea Ro | H oV o) şi momentul M ọ (vezi 


figura 4.3 b). Ecuațiile scalare de echilibru sunt: 


X Xi=F+Qcosa-Ho=0, XY; =V o-Qsina-P=0, Y Mo, ;=Mo-P:R-Q-Rsina=0. 


Deducem că M o=(P+ Q sin a)R [o 13042. = -0,5=95 Nm . Răspuns corect: a). 


ER4. Grinda cu zăbrele din figura 4.4 a este articulată în B şi simplu rezemată în A. Ea este 
solicitată de forțele F = 1 kN şi P = 1,8 kN. Determinaţi efortul în bara 3 ştiind că aceasta face 
unghiul de 45° cu orizontala. 


a) S3=2,2 3 kN ; b) S4=4,5 2 kN; c) S3=28kN ; d) 532842 kN. 


j 
S4 
> > 
S3 P 
459 
= 
S3 4 
a) b) 


Figura 4.4 


Rezolvare: Se secționează grinda printr-un plan care intersectează barele 2, 3 şi 4 (vezi figura 
4.4 b). Se introduc în lungul celor trei bare eforturi de întindere. Pentru partea grinzii cu 
zăbrele situată la dreapta secțiunii se scrie ecuaţia de echilibru pe direcția verticală 
(perpendiculară pe barele 2 şi 4): 
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Sssin 450 -F-P=0> S;=(F+P)2 282 kN. 
Răspuns corect: d). 


ER5. O placă plană omogenă dreptunghiulară, de masă M = 80 kg şi laturi a = 1 m, b = 0,3 
m, este menţinută în poziţia din figura 4.5 a prin intermediul a trei cabluri de oţel. Dacă notăm 
prin Tı, T2 şi T; tensiunile în cele trei cabluri, atunci: 

a) Ti < T2 < T3; b) T2 < Ts < Tu; c) Ts < Ti < T2; d) Tı = T; < T2. 

Se va lua g = 10 m/s?. 


Figura 4.5 


Rezolvare: Firele se înlocuiesc prin forțele de tensiune şi se scriu ecuațiile scalare de echilibru: 


Y X; =-T + 2005600 +T 3c0845°=0, Y Y; =T sin 60° +T 3sin45° -Mg =0, 


Ş Mo, i=T yasin 49 - Mg-2 =0. 


Rezolvând acest sistem liniar, obţinem valorile: 


5 


T= adi + 5) =630,9 N; T,= 8002 = 4619 N;T 3= 40042 = 565,7 N . Răspuns corect: b). 


ER6. Ce forță minimă F este necesară pentru a deplasa corpul de masă M2 = 300 kg spre 
dreapta? Coeficientul de frecare la contactul între oricare două suprafeţe este p/=0,3 (vezi 


figura 4.6 a). Se va lua g = 10 m/s?. 
a) F = 2 473 N; b) F = 1 583 N; c) F = 1 492 N; d) F = 985 N. 


Rezolvare: Se izolează cele două corpuri şi se introduc, pe lângă greutăți, reacțiunile normale 
şi forțele de frecare la alunecare (vezi figura 4.6 b). 
Ecuațiile de echilibru sunt: 


N p—-G;=0, T-N;=0, Fsin30? +N ,-G,-N p =0, F cos30° -T, -T =0, 
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la care se adaugă condiţiile de echilibru la limită: 
T3=4N3, To UN p. 


Prin eliminarea necunoscutelor mai puțin importante, se deduce că: 


F = (2m + mo)ug 
cos30% + usin 30% 


= 1492N. 


Răspuns corect: c). 


a) b) 
Figura 4.6 


ER7. Se consideră un troliu de raze R şi r şi greutate totală G, ale cărui fusuri au raza ro (vezi 
figura 4.7 a). Troliul este acţionat de greutăţile P şi Q iar coeficientul de frecare în articulația 


O troliului este 4/g. Valoarea maximă a forţei Q pentru care sistemul este în echilibru este: 


_Pr=uordG+P)., _Pr+uoro(G+P). _Pr+uoroG | 
a) Omax = > ) Onax = > c) Omax = > 
R+ 40H R-—uo% R- uor 
Pr + ugroP 
d) Oa, 
R+ uor 


Figura 4.7 
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= 
Rezolvare: O nax este valoarea forței Q care, odată depăşită, determină rotirea troliului în 


> [>> 
sens orar. Articulația O a troliului se înlocuieşte prin reactiunea R | HosV o] şi momentul de 


frecare M f (vezi figura 4.7 b). Ecuațiile scalare de echilibru sunt: 
H 0=0, Vo — PG Omax 20, M f +Pr-QnaR=0, 
la care se adaugă condiţia la limită 


272 
M; =Horo RoE HoroyH otVo - 


H 0=0, Vo =P+G+Qnav Mf = Oak Pr, 


Cum 


obţinem 
Q mask -Pr = Horo (P+G+ Onax), 
B Pr + uoro(G+P) 
R- uon 


de unde Qmnax . Răspuns corect: b). 


ERS. Pentru a opri coborârea greutății G şi rotirea troliului cu axa de rotație prin O, se aplică 
frâna cu bandă din figura 4.8 a. Unghiul de înfăsurare al firului pe cilindrul mare al troliului 
este a = radiani. Dacă coeficientul de frecare dintre fir şi troliu este 4, să se determine 


forța minimă Fmin cu care trebuie acționat asupra frânei AB pentru atingerea stării de echilibru. 


r a+b e”” r a e”” r a e” 
I A . G; b) Fan=—- C N ci See ip G: 
a) I'min R a e74] ) min R a+b eT] c) Emin Rr b e] 
r a eW?+l 
d) Fain = G. 


R a+b gh? 


b) 


Figura 4.8 
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Rezolvare: Se consideră separat echilibrul troliului şi barei (vezi figura 4.8 b). Pentru troliu 
scriem doar ecuaţia de momente faţă de axa de rotaţie: 


Mo. =ToR-TR-Gr=0. 


Tinând seama de sensul orar de rotaţie imprimat troliului de către greutatea G, pentru 
echilibrul la limită între tensiunile din fir Tı şi T> există relaţia (lui Euler): 


T =p re HT x 
Sistemul format din cele două ecuații are soluția 


1 e” 


r r 
TE G, Ta=— 
CR ora ORo 


Si pentru bară importantă este doar ecuația de momente (față de capătul articulat A): 
Š Ma = Fin: (a+b)-Taa=0. 
In concluzie, forţa F minimă necesară frânarii este: 


uz 
roa ea 
R a+b e”#”-1 


min 
Răspuns corect: b). 
ER9. Bara AB, de lungime 2/ = 1 m şi greutate G = 140 N, este articulată în capătul A (vezi 


figura 4.9 a). De capătul B este prins un fir ideal, care este trecut peste un scripete fix şi întins 
de o greutate Q = 50 N. Dacă AC = 21, atunci: 


1. Poziția de echilibru a barei este dată de unghiul: 

a) a =32,74; b) æ =7498; c) a=4957; d) æ =18,65°. 
2. Componentele reacţiunii din articulația A sunt: 

a) Ha =2096N;V 4=94.61N ; b) Ha =3244N;V 4=67,69N ; 
c) Ha =55,23N;V 4=76,65N ; d) H4 =2911N;V 4=8532N . 
3. Reacțiunea din axul scripetelui are modulul: 


a) Re =35N;b) Re=18N ; c) Re =61N ; d) Ro =24N. 


Rezolvare: 
1. Bara eliberată de cele două legături fără frecare este prezentată în figura 4.9 b. Ecuația de 
momente față de punctul A este: 
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A a 2 A : 5 . 
unde T=Q şi b= anoss Cum cosg = 2cos 5 —1, ecuaţia de mai sus este o ecuaţie de 


a a a 
gradul al doilea in H , 2Gcos? 5 -20 05 -G =0, cu soluţia acceptabilă: 


a_ Q+yQ°+2G?  50+450 +2-140 


2G 280 


co =0,9079 >a =4957. 


Răspuns corect: c). 


c) 
Figura 4.9 


2. Celelalte două ecuații scalare de echilibru sunt 
$ Xi=-H4+Tcosß=0, $ Y;=V4-G+Tsinp=0. 


Rezultă: 
H a=Ocosf = 50cos62,220 = 2096N ; V4 =G-Qsin p =140-50sin 62220 =9461N, 


180-a 
2 


deoarece f= =622%, Răspuns corect: a). 


3. Reacţiunea din axul scripetului este suma vectorială a tensiunilor din cele două porţiuni de 
fir care sunt de o parte si de alta a scripetelui (vezi figura 4.9 c). Cum T; =72=0, avem că: 
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Re =NTP+ 73-27 7260500 - 6)= 0 22sin f =50/2-2sin6222 =24N. 


Răspuns corect: d). 


ER10. Se consideră bara din figura 4.10 a, articulată în A şi simplu rezemată în B. Ea este 
acționată de forţa uniform distribuită de intensitate q=200 N/m , de forţa concentrată P = 
1400N şi de momentul M = 500 Nm. La capătul C este prins un fir ideal, trecut peste un 


scripete fix, care are la capăt greutatea G = 1000 2 N. Dimensiunile sunt în metri iar a = 45% 
Atunci: 


4 
1. Momentul forței P în raport cu punctul A are modulul egal cu: 

> > > > 
a) m {P room: b) m {P ]=2s00x-m; c) M aP moon: d) [2] oov-m 


2. Reacţiunea normală din reazemul B are valoarea: 
a) Ng =3650 N; b) Ng =2150 N; c) Ng =3800 N; d) Np=1000 N. 


3. Componenta orizontală a reacţiunii din articulația A este îndreptată spre dreapta şi are 
valoarea: 
a) H; =1400 N; b) H; =2100 N; c) AA =1315 N; d) H; =1450 N. 


4. Componenta verticală a reacţiunii din articulaţia A este îndreptată în Jos şi are valoarea: 
a) V; =3250 N; b) V; =1400 N; c) V; =1540 N; d) V4 =3000 N. 


Figura 4.10 


Rezolvare: 


= 
1. Braţul forţei P în raport cu A este b =1,5 m, deci M (?) = P-b =1400.1,5 = 2100 N-m. 
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5 
2-4. Forța distribuită se înlocuieşte prin rezultanta sa Q , de modul Q=2.-q=400N , plasată la 


> 
mijlocul porțiunii verticale a barei. Reazemul B se înlocuieşte cu reacţiunea normală N p iar 


> > 
articulația A printr-o reacțiune de componente H „ şi V į. Firul se înlocuieşte cu tensiunea în 


fir S , egală în modul cu G (vezi figura 1b). Ecuațiile de echilibru sunt: 
SA: =H,- 0-Scosa=0 

XY; =N- P-V y- Ssina =0 

ÑM ia =P-15+Ssna:3,5-0-1-N p1,5+M =0 

Reacțiunea normală în B se determină din (3): 


J 
O PA5+Ssna:35-Q-1+M 1400-5410002 -77:35 -400+500 


N 
á 1,5 1,5 


Din (1) găsim că 
V2 
H, =0+Scosa =400+10004/2 -7 =1400 N. 


In fine, din (2) rezultă că: 


Va =N p P-S sin a =3800-1400 100047.2 = 1400 N. 


Răspunsuri corecte: 1a; 26; 3a; 4b. 


4.2. Teste propuse 


=3800 N. 


(D) 
(2) 
(3) 


ER11. Un vagonet de greutate G = 15 KN este ridicat pe un plan înclinat (a =30) cu ajutorul 
unui troliu, cablul ce leagă vagonetul de roliu fiind paralel cu planul înclinat (vezi figura 4.11). 
Centrul de masă al vagonetului se găseşte în punctul C iar AD = BD = 0,6 m, EC = 0,3 m. 


Reacţiunea normală în punctul B are modulul: 
a) Ns = 9,12 kN; b) Ns = 8,37 KN; c) Ne = 7,50 kN; d) Ns = 10,25 kN. 


ER12. Bara AB, de lungime L = 2 m şi greutate G = 800 N, este încastrată în capătul A (vezi 
figura 4.12). Asupra sa acţionează forța concentrată F = 500 N, perpendicular pe bară, şi 


momentul M = 250 Nm. Dacă a = 300, care este momentul în încastrare? 


a) Ma = 980 Nm; b) Ma = 1450 Nm; c) Ma = 1150 Nm; d) Ma = 1320 Nm. 
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aj 


B 
M 
[24 
Z vc 
A 
Figura 4.11 Figura 4.12 


ER13. O bară AB, articulată în capătul A şi acționată de greutatea G în celălalt capăt, este 
menţinută în echilibru la orizontală prin intermediul unui cablu prins de bară în C şi D şi 
înfăşurat peste un scripete fix fără frecare în E (vezi figura 4.13). Care este valoarea tensiunii 
din fir? 


a) palain re g pa W2 G; d) paai G. 


0.5 m 


Figura 4.13 Figura 4.14 


ER14. Un muncitor menține în echilibru o roabă plină cu pietris, a cărei masă este M = 60 
kg. Centrul de masă al roabei se găseşte în punctul G (vezi figura 4.14). Cu ce forță trebuie să 
acționeze omul asupra manerelor? Se consideră g = 9,8 m/s?. 

a) F =211 N; b) F = 178 N; c) F = 320 N; d) F = 456 N. 


ER15. Bara omogenă AB, de lungime /= Im şi greutate G = 40 N, este acționată de o sarcină 
distribuită care variază liniar de la p = 60N/m în A la 0 în B (vezi figura 4.15). Momentul din 
încastrare are mărimea de: 

a) 50 Nm; b) 65 Nm; c) 30 Nm; d) 15Nm. 


53 


Figura 4.15 Figura 4.16 


ER16. Bara AB, de lungime 2] şi greutate G, este aşezată fără frecare pe un semicilindru de 
rază R (vezi figura 4.16). Sub ce unghi 0 trebuie înclinată bara pentru a rămâne în echilibru? 


1+1°+32R° 1+y21°+35R° 
It REZ SR mapa VP cos = id) cosg- R, 


a) cos0= 
8R 4R 


ER17. De bara omogenă AB, de lungime L = Im şi masă M = 150g, sunt atârnate trei corpuri 
mici şi grele în pozițiile din figura 4.17. Dacă m; = 50 g şi m = 75 g, aflati m; pentru ca bara 
să rămână în echilibru la orizontală. 


a) m; = 350,1 g; b) m; = 140,6 g; c) m; = 210,8 g; d) m; = 316,7 g. 


30 cm 40 cm 30 cm 


j- 1.5 m =j 4.5 m — 
Figura 4.17 Figura 4.18 


ER18. O bară rigidă, de lungime L = 6m şi masă M = 70 kg, este susținută prin două cabluri 
inextensibile. La distanța a = 1,5 m de unul din capetele barei se află în echilibru o femeie 
având masa m = 50 kg (vezi figura 4.18). Care sunt valorile tensiunilor din cele două cabluri? 
Se consideră g = 10 m/s?. 

a) Tı = 400 N, T2 = 800 N; b) Ti = 320 N, T2 = 880 N; c) Tı = 475 N, T2 = 725 N; 

d) Tı = 550 N, T2 = 650 N. 


ER19. Intr-un parc, doi copii stau în echilibru pe un leagăn simplu, cum este cel din figura 
4.19. Băiatul din stânga are masa de 80 kg iar cel din dreapta de 40 kg. Cât ar trebui să fie 
masa scândurii omogene pe care stau cei doi băieți pentru ca ea să rămână în echilibru în 
poziție orizontală? 

a) M = 50 kg; b) M = 40 kg; c) M = 65 kg; d) M = 24 kg. 
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j— 3.0 mche 5.0 mcc 


Figura 4.19 Figura 4.20 


ER20. Reacțiunea normală din reazemul B al grinzii cu zăbrele din figura 4.20 poate fi de 
maximum 3 kN. Care este valoarea maximă a celor trei forțe identice, de modul F, pentru 
această situație? 

a) F=325N; b) F=15045 N; c) F=25042 N; d) F=19043 N. 


ER21. Care este valoarea minimă a coeficientului de frecare la alunecare x între bara AB şi 
suprafețele de reazem pentru ca bara să rămână în echilibru în poziția din figura 4.21. Se 
cunoaşte greutatea barei G = 200 N şi lungimea ei L = 3,3 m. 

a) u=0,127; b) u=0275; C€) u=0,322 ; d) u=0,405. 


B 


1500 N 


Figura 4.21 Figura 4.22 


ER22. O funie este înfăşurată pe un cabestan fix în scopul de a securiza o navă pentru 
andocare (vezi figura 4.22). Tensiunea în funie datorită navei este de 1500 N iar celălalt capăt 
al funiei este întins de o forță de 50 N. Dacă coeficientul de frecare dintre funie şi cabestan 
este 4=05, care este unghiul minim de înfăşurare al funiei pe cabestan pentru a preveni 
alunecarea acesteia? 

a) d mn=7:83rad ; b) d m= 3617 rad ; C) Æ min= 67 rad ; d) a min= 10,5 rad . 


ER23. Două blocuri de piatră, de mase ma = 7 kg şi ms = 10 kg, se găsesc în echilibru cu 
frecare în poziţia din figura 4.23. Dacă coeficienţii de frecare la alunecare sunt cei indicaţi în 
figură, care este valoarea maximă a forței P pentru ca echilibrul să poată fi menţinut? 

a) Pmax = 187 N; b) Pmax = 314 N; c) Pmax = 461 N; d) Pmax = 223 N. 

Se va considera g = 9,8 m/s?. 
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300 mm up=0.l 


—ej 


Ha =0.3 


Figura 4.23 Figura 4.24 


ER24. O roată omogenă de rază R = 20 cm şi greutate G = 100 N se reazemă cu frecare pe un 
plan înclinat cu unghiul a =30 fată de orizontală şi caracterizat prin coeficientul de frecare la 
alunecare u=0,3 şi coeficientul de frecare la rostogolire s = 0,15 R (vezi figura 4.24). Care 
este valoarea minimă a forței F pentru care roata nu alunecă şi nu se rostogoleşte spre baza 
planului (spre A)? 

a) Fmin = 37,01 N; b) Fin = 24,02 N; c) Fmin = 62,99 N; c) Fmin = 75,98 N. 


ER25. Bara AB, de masă neglijabilă, este articulată în A şi simplu rezemată în B (vezi figura 
4.25). Bara suportă o sarcină uniform distribuită q = 60 daN/m, o forţă concentrată F = 200 
daN şi un moment M = 500 daN: m. In plus, se cunosc distanţele a = 3 m, b = 4m şi unghiurile 


a=30% şi p=450. Atunci: 


E 
1) Rezultanta forţelor distribuite q are modulul egal cu: 
a) 180 daN; b) 272 daN; c) 240 daN; d) 320 daN. 

2. Reacţiunea normală din reazemul B are valoarea: 
sua IIS daN; b) N, = iuti BN c) N, = ue daN; 


d) N, S daN. 


3. Componenta orizontală a reacţiunii din articulația A este îndreptată spre dreapta şi are 
valoarea: 

a) H, =120 daN; b) H, =100 daN; c) H, =125 daN; d) H, =50 daN. 

4. Componenta verticală a reacţiunii din articulația A este îndreptată în sus şi are valoarea: 
a) v, ai daN; b) v, E U daN; c) v, = 330-200 ia, 


d) v} = siaaa daN. 
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Figura 4.25 Figura 4.26 


ER26. Bara OAB este încastrată în O şi acționată de forțele concentrate F;=100 daN, 
F= 220/2 daN şi forța uniform distribuită q = 70 daN/m (vezi figura 4.26). Dimensiunile sunt 


date în metri iar a =450. Atunci: 


> 
1. Rezultanta forțelor distribuite q are modulul egal cu: 


a) 156 daN; b) 168 daN; c) 112 daN; d) 144 daN. 
2. Componenta orizontală a reacţiunii din încastrarea O este îndreptată spre dreapta şi are 
valoarea: 


a) Ho =329 daN; b) Ho =410 daN; c) Ho =338 daN; d) Ho =145 daN. 

3. Componenta verticală a reacţiunii din încastrarea O este îndreptată în sus şi are valoarea: 
a) Vo =120 daN; b) Vo =170 daN; c) Vo =140 daN; d) Vo =200 daN. 

4. Momentul în încastrare are sens trigonometric şi modulul: 

a) Mo ="8daN-m; b) Mo =86daN:m; c) Mo =102daN-m; d) Mo =90daN.-m. 


ER27. Asupra plăcii triunghiulare ABC din figura 4.27 acţionează greutatea proprie G = 200 
daN, forţa concentrată P = 12042 daN şi forţa uniform distribuită q = 50 daN/m. Se mai dau: 


AC = 2 m, BC = 3m, a =450. Dimensiunile sunt date în metri. Atunci: 
> 
1. Momentul greutății G în raport cu punctul A are modulul egal cu: 
> > > > 
a) M G =360 daN-m; b) M G =180 daN-m; €) M G =200 daN-m; d) M G =240 daN-m. 


2. Reacțiunea normală din reazemul B are valoarea: 

a) Ng =3155 daN; b) Ny =21542 daN; c) Np=1125 daN; d) Np =100/2 daN. 

3. Componenta orizontală a reacţiunii din articulația A este îndreptată spre dreapta şi are 
valoarea: 

a) H; =2325 daN; b) H; =210 daN; c) H4 =1315 daN; d) H; =145 daN. 

4. Componenta verticală a reacţiunii din articulația A este îndreptată în sus şi are valoarea: 
a) Va =325 daN; b) V, =470 daN; c) VA =540 daN; d) V, =300 daN. 
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q 
c 
A (24 
——2—_ B > 
P 
G 
Figura 4.27 Figura 4.28 


ER30. Bara AB este încastrată în capătul A şi acționată de greutatea proprie G = 100 N şi de 
forța uniform distribuită q = 75 N/m (vezi figura 4.28). La capătul B este legat un fir 
inextensibil, trecut peste un scripete fix în C şi, la capătul opus al firului este legat un corp 


mic şi greu de greutate P=504/2 N. Dimensiunile sunt date în metri iar a =45. Atunci: 

1. Tensiunea din fir are modulul egal cu: 

a) 50 N; b) 2542 N; c) 50/2 N; d) 100 N. 

2. Componenta orizontală a reacţiunii din încastrarea A este îndreptată spre stanga şi are 
valoarea: 

a) HA =10 N; b) H; =100 N; c) H; =80 N; d) H; =50 N. 

3. Componenta verticală a reacţiunii din încastrarea A este îndreptată în sus şi are valoarea: 
a) VA, =200 N; b) V, =170 N; c) V, =140 N; d) V, =250 N. 

4. Momentul în încastrare are sens trigonometric şi modulul: 

a) M4 =180N:m; b) Ma =450N-m; c) MA =250N-m; d) Mp =390N-m. 
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5. Cinematica mişcării absolute a punctului material 
5.1. Teste rezolvate 


CP1. O bilă este lăsată să cadă liber de la înălțimea H = 40 m. In acelaşi moment de timp, o 
a doua bilă este aruncată pe verticală de la o înălțime h = 2 m de la nivelul solului. Dacă cele 
două bile trec una pe lângă cealaltă la înălţimea de 20 m iar g = 10 m/s?, cu ce viteză iniţială 
a fost lansată a doua bilă? 

a) 23 m/s; b) 19 m/s; c) 36 m/s; d) 45 m/s. 

Rezolvare: Tinând cont că cele două bile au mişcări rectilinii uniform variate, legile lor de 
mişcare în raport cu axa Oy din figura 5.1 sunt: 


1 1 
jul) ar ya (= hrwpt- ar 


Fie a = 20 m şi Ar timpul scurs de la aruncarea celor două bile până când ele trec una pe lângă 


cealaltă. Ar se poate obţine impunând condiţia y „(AP =a. Deducem că: 


ulaze FE PE a, 
2 g 10 


Viteza inițială y „ a celei de-a doua bile se determină din condiția y,(At)=a, adică: 


ake alit 20-2+ 1.1022 
2 = 2 =19 m/s. 


1 2 
h+v a At——g(Arj =a vy = 
20 al ) 20 A Fi 


Răspuns corect: b). 


CP2. Două mobile, notate prin A şi B, pornesc din repaus chiar din originea O a axei Ox a 
unui reper cartezian şi efectuează mişcări rectilinii în lungul acestei drepte astfel încât 
acceleraţiile lor depind de timp în conformitate cu legile: 


a, (t)=6t-3, ap(r)=12r%-8, 


unitățile de măsură fiind cele consacrate la nivel internațional. Determinați distanța dintre cele 
două mobile la momentul de timp 1,=4s de la începutul mişcării. 


a) As=57m; b) As=1l4m; c) As=152 m; d) As=201m. 

Rezolvare: Deoarece =f alt)dt si s(0= | v(t) de, ţinând cont de condiţiile iniţiale, găsim 
SEE SEAS 0 0 

următoarele legi pentru vitezele celor două mobile, respectiv poziţiile lor: 


va (t)=3t 2—34, v plt)=4t-8t, (== 7 xplt)=tt-4t?. 
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După 4s, cele două mobile se găsesc faţă de punctul de start O la distanţele: 
s a= x4 (4)=4 -2.4?=40m , S p= Xp (4)=4" —4.42=192m. 


Distanţa dintre ele este deci de As = s p—s 4=152m. Răspuns corect: c). 


A C V 


Figura 5.1 Figura 5.2 


CP3. Pe un stâlp de iluminat este montată o lampă la înălţimea H = 6m. Un om de înălțime A 
= 1,8 m se depărtează de acest stâlp cu viteza vı = 7 m/s. Cu ce viteză se va mişca vârful 
umbrei aruncată de om? 

a) 16 m/s; b) 10 m/s; c) 14 m/s; d) 5 m/s. 

Rezolvare: Notăm prin AB stâlpul de iluminat (fix) şi cu CD omul aflat în mişcare (vezi figura 
5.2). După 1 secunde, acesta se găseşte la distanța AC=v,r de stâlp iar vârful umbrei se află 


localizat în punctul V. Din asemănarea triunghiurilor ABV şi CDV găsim că: 


AB AV H AV H 
= >—= > AV = vit. 
CD CV h AV-vt H-h 


Fie v2 viteza vârfului V al umbrei. Atunci, AV =v ,t. Deducem că: 


v= g v= 6 -7=10 m/s. 
H-h 6-1,8 


Răspuns corect: b). 


CP4. Un automobil parcurge distanţa AB = d = 30 km în trei paşi, după cum urmează: 
- prima treime, cu viteza constantă V. = 50 km/h; 
- a doua treime, într-o mişcare uniform accelerată, viteza crescând la V2 = 100 km/h; 
- ultima treime, cu viteza constantă V> = 100 km/h. 

Determinaţi viteza medie a automobilului. 

a) 75 km/h; b) 79,3 km/h; c) 69,2 km/h; d) 63,8 km/h. 

Rezolvare: Viteza medie a automobilului se determină cu relaţia y, d d 


= = n 
"ed At At CĂ Ata 
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unde Ar,;i=1,2,3 reprezintă intervalele de timp în care se parcurg cele trei treimi ale distanţei 


d. Aceste intervale de timp se obţin astfel: 
aeta l a pg le Sia 00 ore; pes a aci US pal) ore : 
V, 50 V 100 (V+V.)2 75 


30 


In concluzie, y a... 
0,2 +0,1+ 0,1(3) 


= 692 km/h . Răspuns corect: c). 


Figura 5.3 


CP5. Un copil se găseşte pe un câmp în poziţia A, la o distanţă de 600 m de o şosea BC. 
Datorită terenului denivelat, pe câmp copilul se poate deplasa doar cu viteza vı = 1 m/s, în 
timp ce pe şosea deplasarea lui se face cu viteza w = 2 m/s. Dorind să ajungă în punctul C al 
şoselei, el urmează traseul A — D — C (vezi figura 5.3). Unde este localizat punctul D al şoselei 
astfel încât timpul de străbatere al traseului să fie minim? 

a) BD = 346,4 m; c) BD = 288,2 m; c) BD = 512,9 m; d) BD = 144,6 m. 

Rezolvare: Fie BD = d (in metri). Distanţa pe care copilul o străbate pe câmp este: 


AD =VAB? + BD? =600 2+d?.. 
Timpul necesar străbaterii acestei distanţe este A tE AD =4/600?+d ? (s). Pe şosea, copilul se 
YI 


va deplasa pe o distanță DC= BC — BD =800-d , într-un timp Ar,= Pe a A 
Ya 


Traseul A — D -C va fi parcurs în timpul Ar = Ar,+ Ar»=+600 242 +400-€, „Fie funcţia: 


f(d)= At =+]6002+d? +400-€. 


f f ȘI a d 1 ; Pe 
Extremele ei se obţin anulându-i derivata f (d) = —————— = =. Ecuația obţinută, 
6002+d? 2 
g = 1 = 0 ` 


y600°+a? 2 
are soluția d= 20043 =346 4m . Deoarece f'(d)<0 pentru d< d si f'(d)>0, în caz contrar, 
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deducem că d reprezintă un punct de minim al funcției f. Răspuns corect: a). 
Observaţie: Copilul se va deplasa pe câmp distanța AD = 600 2+ 346,47 =692 8m în timpul 


At = 4600°+ 346,4? =692,8 s şi pe şosea distanța DC=800-346,4=453,6 m în 


800-346, 4 


At, = 226,8 s. Timpul total de deplasare va fi de 919,6 s. 


CP6. Un motociclist pătrunde cu o viteză initiaţă de 48 km/h pe o pistă circulară de rază 400 
m. Aici, el îşi creşte viteza cu 5 km/h în fiecare secundă. Care va fi modulul accelerației în 
mişcarea motociclistului după 10 secunde? 

a) 3,45 m/s?; b) 5,12 m/s?; c) 4,61 m/s?; d) 2,32 m/s?. 


Rezolvare: Datorită ratei de schimbare a vitezei de 5 km/h la fiecare secundă, acceleraţia 
tangenţială va fi: 


„1000 
AY 3600 _138m/s2. 
© A 1 i 


După 10 secunde viteza motociclistului ajunge la 48+5-10=98km/h=27,22m/s, astfel că 
accelerația normală va avea valoarea 
v? 27,2? 


=185m/s?. 


Y R 40 


Modulul accelerației după 10 s de la intrarea pe traiectoria circulară este de 


a= (a) +(a,) = 232 mis?. 


Răspuns corect: d). 


CP7. Un punct M se mişcă pe un cerc de rază R = 10 cm în acord cu legea s(t)=5t?-3t+2, 


unde spaţiul s se măsoară în cm iar timpul 7 în secunde (vezi figura 5.4). Determinaţi unghiul 
format de vectorii viteză şi acceleraţie la momentul de timp ri la care viteza punctului este de 
7 m/s. 

a) 459; b) 299; c) 130; d) 370. 


Rezolvare: Viteza pe care o are punctul la un moment arbitrar de timp este v(7)=s(7)=10r-3. 


Deoarece v(t,)= 7, deducem că 107 -3=7, adică n = 1 s. Componentele accelerației în mişcarea 


. 2 2 
punctului pe cerc sunt a ,(t)=v=10 şi a „== ord. Pentru îi = 1 s, găsim că a,,=10 şi 


d, =49. Cum viteza, ca şi acceleraţia tangenţială, sunt vectori dirijaţi pe tangentă, rezultă că 
unghiul căutat este cel dintre acceleraţia tangenţială şi acceleraţia totală (vezi figura 5.4). 
: S a ES $ 
Obţinem astfel că tg ọ;= Y =0,49, adică ọ;=29?. Răspuns corect: b). 
air 
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Normala 


Tangenta 


y= f(x) =1,22 Vx 


Figura 5.4 Figura 5.5 


CP8. Un mobil se deplasează în planul Oxy pe parabola de ecuație y= f(x)=1,22 Vx , unde x 
ŞI y se consideră în metri (vezi figura 5.5). In punctul A de abscisă x4 = 1,5 m viteza mobilului 
este de 3 m/s şi este în creştere cu o accelerație de 3 m/s? în lungul curbei de mişcare. Daţi 
expresia analitică (în m/s?) a vectorului acceleraţie corespunzătoare acestei poziţii. 


> > >) Lă > > > > > > > > 
a) a =3,16 i +0,38 j ; b) a =0,45 i -0,89 j ; c) a =1,67 i +0,58 j ; d) a= -2,13 i +0,92 j . 
Rezolvare: In sistemul de coordonate Frenet, accelerația unui punct material se determină pe 
> kW? yv? 


. . > > dv 
baza relației a= a,+a,= Pi tr+—-v . Cunoaştem — 
t p 


=3mls? Şi v=3m/s, astfel că mai avem 
A 


nevoie de raza de curbură a traiectoriei în A, p}, şi de expresiile carteziene ale versorilor 


> > 
tangentei şi normalei, 7 Şi v .x4 
Raza de curbură se obține cu formula : 


heete fbs] 


Pa > = =8,4m. 
A fea) 03054 i 


Panta tangentei la parabola în A este m=tg a= Pila 4)>122: l =0,5, astfel încât versorul 


AN 
> > 


= 
tangentei are expresia =cosa i+sina j. Cum 1ga=05 implică a=26,30, deducem că 


> F =} > > > Lă > 
7 =0,895 i +0,46 j. Pentru normala în A avem drept versor pe v =sina i-cosæ j =0,446 i -0,895 j 


Inlocuind în formula generală a accelerației în coordonate Frenet, obținem: 


3 > > 32 > > > > 2 
a 43| 0895 i +0446 j [+= 0446 1-0895 j |=316 +038 j (m/s?) 


Răspuns corect: a). 


CP9. Mişcarea unui punct material în coordonate cilindrice este descrisă de ecuațiile: 


r=3sin(zt), 0=61+377, z= 5cos(71)+3, 
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unde r şi z sunt date în metri iar unghiul 6 în radiani. Aflaţi acceleraţia punctului la momentul 
de timp ź = 0,5 s. 

a) 154,8 m/s?; b) 44,3 m/s?; c) 273,2 m/s?; d) 198,5 m/s?. 

Rezolvare: In sistemul de coordonate cilindrice, componentele vitezei şi accelerației se obțin 
după cum urmează: 


v,=r, Vo=r 0, V =z, 


a,=r-r0 ?ag=r0+2r0,a,=z. 
Dar 


r= 3rcoslrt), r=3r sin(zt), 0=6+61,0=6,z= 5 zsin(z!) Z= -5 7 codat), 
astfel că 
a,= -3r sin(zt)- 3sin(zt)- (6 + 6t)? , 49= 3sin(z1)-6 +2. 3z codat): (6 + 6t) , 0-51 5 cos(77). 
Pentru f = 0,5 s, se găsesc următoarele componente ale vectorului acceleraţie: 
a ,=-37°-243, ag=18a=0. 
In consecintă, modulul accelerației a fi: 


a= la,)’™+ (ao) (a ,)?=273,2 m/s. 
Răspuns corect: c). 
CP10. Mişcarea unui punct material faţă de sistemul cartezian Oxy se face în acord cu legile: 
xA) = 3 sin(zz2), y) = 2 cos(z7), 


unde timpul £ se consideră în secunde iar coordonatele x şi y în metri. Atunci: 


1. Curba pe care se mişcă punctul este: 


2 


2 
a) parabola de ecuaţie y=2x2-3; b) elipsa de ecuaţie 7 + T =1; 


X d 
c) hiperbola de ecuație 2 = T =1; d) dreapta de ecuație 3x+2y-1=0. 
2. Modulul (în m/s) vitezei punctului la momentul de timp TE s este: 


a) v;=7; b) v =745; c0) v=5v2; d) vezvi. 
3. Componentele (în m/s?) accelerației punctului la momentul de timp t,=1 s sunt: 


2 2 2 5 ; 3 
a) a,=0,a2,=27 ` b) 4257 37 „dy 41 > c) aa 57 an=0; d) aa 37 aaa 


> x y 


Rezolvare: 1. Deoarece = sin(zt)}, — = cos(zz1), sin”(71)+ cos?(z1)=1, deducem că 7 a zi; 


ceea ce reprezintă o elipsă centrată în originea reperului cartezian Oxy şi de semiaxe 3 şi 2. 
Răspuns corect: b). 
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2. Componentele vectorului viteză la un moment arbitrar de timp sunt: 


v(0)=x(0)=37cosfz1), v (0)= yle)--2rsin(r1). 


Pentru pede găsim că y, =37 cos K 37, p =—2 z sin da =-—z43 , astfel încât modulul 
1 3 lx 3 2 ly 3 


vitezei va avea valoarea y = (pas) | vaP -Z1 m/s. Răspuns corect: c). 
i 2 


3. Componentele vectorului acceleraţie la un moment arbitrar de timp sunt: 
a (t)=x()=-37°sin(zt), a (0)= v(0)=—272cos(70). 
Pentru żt,=1 s, rezultă că a ,,= (0 =-37'sin(7)=0, a,,= Pi =-27° cos(r )=27°. 


Răspuns corect: a). 


5.2. Teste propuse 


CP11. O piatră este lăsată să cadă liber (din repaus) de pe o clădire înaltă. O secundă mai 
târziu, cu o a doua piatră se procedează la fel. Care este distanța dintre cele două pietre după 
încă o secundă? 

a) 21,3 m; b) 9,5 m; c) 14,7 m; d) 18,2 m. 


CP12. Un proiectil aruncat de la sol se deplasează pe verticală şi se găseşte la aceiaşi înălțime 
h la momentele de timp ti = 2 s şi t2 = 10 s (odată în urcare şi a doua oară în coborâre). Dacă 
g =98m/s?, aflaţi h. 

a) h = 49 m; b) h = 112 m; c) h = 24 m; d) h = 98 m. 


CP13. O bilă este lăsată să cadă liber într-un lac de la o înălțime de 4,9 m deasupra apei. Bila 
loveşte apa cu viteza v, care rămâne neschimbată în timpul scufundării bilei în apă. Dacă 
g =98 m/s? şi bila atinge fundul lacului patru secunde mai târziu după ce a atins apa, care este 


adâncimea lacului în acel loc? 
a) 39,2 m ; b) 44,6 m; c) 19,6 m; d) 49 m. 


CP14. Un biciclist începe să se deplaseze cu acceleraţie constantă pe o şosea rectilinie plecând 
din stare de repaus. Viteza lui de deplasare ajunge la 30 km/h după ce parcurge distanţa de 20 
m. Cât timp a durat această mişcare? 

a) 6,21 s; b) 8,65 s; c) 11,1 s; d) 4,79 s. 


CP15. Două autovehicule, notate prin A şi B, se deplasează în acelaşi sens pe două benzi ale 
unei autostrăzi. La un moment dat, fie acesta t = 0, poziția lor relativă şi vitezele lor sunt 
redate în figura 5.6. Dacă autovehiculul A se afla într-o mişcare uniform accelerată de 
accelerație a „=0,6 m/s?, în timp ce B decelerează uniform cu a p= -0,46 m/s? , după cât timp 


A va întrece pe B? 
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a) Ar=1154s; b) Ar=16,61s; c) At =20,32 s; d) Ar=895s. 


Figura 5.6 


CP16. Acceleraţia unui mobil într-o mişcare rectilinie este dată de legea a()=2r-1 (mi s$). 
Pentru momentul considerat ca fiind începutul mişcării, £ = 0, se ştie că distanța față de 
originea reperului Ox în raport cu care se studiază mişcarea era x(0) = 1 m iar viteza inițială 
v(0) = 2 m/s. Aflaţi spațiul străbătut în primele şase secunde: 

a) s = 66 m; b) s = 105 m;c)s=84m;d)s=7lm. 


CP17. Poziţia unui punct material în lungul axei Ox este dată prin legea s(t)=t°-9t°+15t (m) 
unde timpul £ se măsoară în secunde. Aflaţi maximul accelerației punctului în intervalul de 
timp re |, 10). 

a) a =42mls?;b) dna l0m/s?; c) a =28ml/s?; d) a ,=37mls?. 


max max max 


CP18. Un mobil se deplasează pe axa Ox conform legii x(t) = 4sin(zt), unde distanţa x şi timpul 


t sunt exprimaţi în metri, respectiv secunde. Ce spaţiu va parcurge mobilul în primele trei 
secunde? 
a) 42 m; b) 30 m; c) 24 m; d) 16 m. 


CP19. O maşină de curse se deplasează cu viteza constantă de 60 m/s pe o pistă circulară 
astfel încât parcurge o circumferință completă în 50 s. Accelerația mişcării este de: 
a) 5,45 m/s?; b) 9,12 m/s; c) 7,53 m/s?; d) 8,03 m/s?. 


CP20. Un mobil se deplasează cu viteza constantă pe un cerc cu centrul în originea reperului 
cartezian Oxy. Atunci când mobilul se găseşte în punctul A(4, 0) viteza sa are expresia 


> > 
analitică v =-5 j (în m/s). Care este expresia accelerației (în m/s°) când mobilul se găseşte în 
B(-4,0)? 


> > > > > > > > că > 
a) a=-7,5 j; b) a=6,25 j;c) a=3i +4j;d) a=-1,5i+6,5 j. 


CP21. Un autoturism rulează pe o autostradă cu viteza constantă de 88 km/h. La un moment 
dat, autostrada face cu o curbă caracterizată prin raza de curbură de 1300 m. Cât este 
accelerația în mişcarea autoturismului în acea curbă? 

a) 0,46 m/s?; b) 1,67 m/s?; c) 3,87 m/s?; d) 9,8 m/s?. 
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CP22. Un punct material se deplasează cu viteza constantă de 1 m/s pe curba de ecuaţie 
y=3x?, unde x şi y sunt exprimaţi în metri. Pentru momentul de timp în care mobilul ajunge 
în punctul A(1, 3), se cer: 

1. Raza de curbură a traiectoriei: 

a) p=3T51m; b) pu=1867m; €) p4=4392m; d) pa=2512m. 

2. Componentele normală şi tangenţială ale accelerației mobilului (în m/s?) sunt: 

a) a,=1,56;a,=0; b) a,=3,02;a,=1,89; €) a,=0,24;a,=0; d) a,=0,79;a,=1,55. 

3. Expresia în cartezian a vectorului accelerație este: 


> > > > A * > > > > $ > 
a) a =0,986 i -0,164 j ; b) a =0,237 i -0,039 j; €) a =2,118 i +0,562 j ; d) a =1,445 i -0,782 j . 


CP23. Intr-o mişcare tridimensională a unui punct material, vectorul său de poziție în raport 


> > > > 
cu originea O a reperului Oxyz este r=6ti+(5t+10)j+6t°k (în metri). Care este modulul 


vitezei punctului la momentul de timp źt = 1 s? 
a) 14,32 m/s; b) 8,93 m/s; c) 27,03 m/s; d) 19,65 m/s. 


CP24. Se dau ecuațiile parametrice ale mişcării unui punct material în raport cu reperul 
cartezian Oxy: 


x(0) =3t, y =7-9t?, 
unde timpul £ se consideră în secunde iar coordonatele x şi y în metri. Atunci: 
1. Traiectoria punctului între momentele de timp ż;=1 s si t,=2 s este: 


a) un segment de dreaptă; b) un arc de cerc; c) un arc de parabolă; d) o elipsă. 
2. Componentele (în m/s) vectorului viteză a punctului la momentul de timp 1,=2s sunt: 


a) v3,=3,v2,=9; b) v3,=0, v3,=18; €) v3,=6,v2,=-9; d) v3,=3, v3,=-36. 
3. Modulul (în m/s?) accelerației punctului la momentul de timp 1,=1 s este: 
a) 9; b) 18; c) 12; d) 20. 


CP25. Mişcarea unui punct material faţă de sistemul cartezian Oxy are loc conform legilor: 


[7 T 
x(t) s( A ) y(t) cof J r) +1, 


unde timpul £ se consideră în secunde iar coordonatele x şi y în metri. Atunci: 
1. Punctul efectuează o mişcare periodică pe un cerc cu perioada principală de: 
a) 2 secunde; b) 6 secunde; c) 4 secunde; d) 10 secunde. 

2. Viteza punctului la momentul de timp ż;=1 s este: 


a) în lungul razei cercului; 


b) tangentă la cerc şi de modul = m/s; 


c) nulă; 
d) tangentă la cerc şi de modul 27 m/s. 
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3. Componentele (în m/s?) accelerației punctului la momentul de timp i 1 s sunt: 
3 


z? rB. ze r2 rB. 
8 p Obae 4 


242,57 8 ; c) d2 A, a > 


CP26. Se dau ecuaţiile parametrice ale mişcării unui punct material în raport cu reperul 
cartezian Oxy: 


xA =47, y) =t, 
unde timpul £ se consideră în secunde iar coordonatele x şi y în metri. Atunci: 


1. Curba pe care se mişcă punctul este: 
a) un cerc; b) o dreaptă; c) o cicloidă; d) o parabolă. 


2. Modulul (în m/s) vitezei punctului la momentul de timp 3 s este: 


17 
a) poa ; b) EEU ve: d) vež. 
3. Componentele (în m/s°) accelerației punctului la un moment arbitrar de timp sunt: 
43 ls 


a) a =8t,a =4t°; b) a,=12t?,a =t ; €) a =8,a ,=12t?; d) aaa 


5 
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6. Cinematica mişcării absolute a solidului rigid 


6.1. Teste rezolvate 


CRI1. Se consideră mecanismul patrulater modificat din figura 6.1a, la care manivelele O.A 
şi O2B au lungimi egale, l = 50 cm, şi fac la un moment arbitrar de timp acelaşi unghi cu 


verticala, olt) =¢ °? (rad). Atunci: 


a) placa triunghiulară ABC execută o mişcare de rotație; 

b) viteza punctului C este paralelă cu O1A şi, pentru = 1 s, are mărimea vc= 2 m/s; 

c) vc > VA = VB; 

d) viteza punctului C este perpendiculară pe OA şi, pentru 1 = 2 s, are modulul vc = 6 m/s. 


C 


a) b) 
Figura 6.1 


Rezolvare: Patrulaterul O, ABO»> rămâne paralelogram în tot timpul mişcării, deci AB // O102. 
Cum AB este paralelă cu o direcție fixă, indiferent de momentul de timp 7, mişcarea plăcii 
triunghiulare este de translație, în care fiecare punct, deci şi C, se deplasează pe un cerc de 


rază egală cu 1. Cum la translație vitezele tuturor punctelor sunt egale între ele pentru un t 


> > > > 
particular, deducem că v c= v g= va, adică v ç este perpendicular pe O1A, are sensul 


mişcării (dreapta) şi modulul v o= O,A-o, unde ø= d = 31 2 (vezi figura 6.1 b). Pentru t = 


2s, @=12rad/s şi vc=0,5:12=6 m/s. Răspuns corect: d). 


CR2. In componenţa unui mecanism de transmitere a mişcării prin curele intră şi troliul cu 
axă fixă din figura 6.2 a. La un moment dat, viteza punctului A al curelei trecute peste 
cilindrul mic este va = 1,5 m/s iar acceleraţia unui punct B al curelei trecute peste cilindrul 


> > 
mare este ag =45m/s?. Dacă sensurile vectorilor v A şi ag sunt cele din figură iar a = 15 


cm, b = 36 cm şi d = 80 cm, să se determine accelerația punctului C al cilindrului mare. 
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a) ac =67,3m/s2;b) ac =1496m/s?; c) ac =229m/s?; d) ac =925 m/s’. 


Figura 6.2 
Rezolvare: Toate punctele troliului execută mişcări circulare în raport cu punctul fix O. 
Vectorul P a permite determinarea vitezei unghiulare în mişcarea de rotație a troliului. 
Vectorul îi este dirijat pe axa de rotaţie (perpendicular pe planul figurii), are sens orar (dat 


pui . 
de va) şi modulul bad L5 


al2 0,15 


E 
=20rad/s. In mod asemănător, vectorul a g permite 


> > 
determinarea accelerației unghiulare s. Acest vector are aceiaşi directie cu œ, sens 


trigonometric (dat de pe ) şi modulul g = CA 2:45 
d/2 0,8 


1125 rad/s?. 


> > —> 
Accelerația punctului C se obține ca sumă de două componente, ac =ac+a c, unde: 


10C 
IOC 
> > 
ac sens datde e : ac C>0 
a = be =0,36-1125=405 m/s? a = b7=0,36:202=144m/s? 


3 
Cele două componente fiind perpendiculare una pe cealaltă, modulul vectorului a c este: 


ac = Jla T >. (a C E = 1496 m/s? (vezi figura 6.2 b). 


Răspuns corect: b). 


CR3. In figura 6.3 este prezentat un mecanism reductor de transmisie prin curele. Date fiind 
o 
razele r şi R şi acceleraţia unghiulară constantă în mişcarea rotii A, £a, să se determine 


3 
modulul vectorului ec. 
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R-—r 
R+r 


3 2 
La r La 
a) ec =—e 43b) ec=|—]| £430) ec=| >| ea: Dec= Ea: 
CORSA CO lR] EA COR A c A 

Rezolvare: Putem presupune, fără a schimba rezultatul corect, că mecanismul porneşte din 
stare de repaus, astfel că viteza unghiulară a roții A creşte proporțional cu timpul, œ; =€ xt 
Toate punctele unei curele de transmisie au aceiaşi viteză. Alegând puncte aflate la contactul 
curea — roată, putem scrie că v4-g=r@4=R@pg Si vg-c=r@ p= Roc. Găsim astfel că: 


r r r r : 
O= ROBT R ROS R Eat. 


2 
Ca şi consecință Zon |L Răspuns corect: c) 
Ş » EC Wc= R EA: p „cj. 


Figura 6.3 


CR4. Greutatea G este ridicată pe verticală prin intermediul unui sistem de scripeţi şi cabluri 
(vezi figura 6.4 a). Dacă r; =r =r =10cm, R=20cm,o=lrad/sşi o =2 rad/s, care 


este viteza de deplasare a greutății G? Scripeţii de raze r şi R formează un corp comun iar 
cablurile nu alunecă pe scripeţi. 

a) v = 13,33 cm/s; b) v = 21,56 cm/s; c) v = 18,45 cm/s; d) v =15 cm/s. 

Rezolvare: Punctele C şi A au viteze egale, în lungul cablului AC, în sus, de module 
vc=v4=r;@;. In mod asemănător pentru punctele B şi D, cu deosebirea că 


Vp =V =r @,. Scripetele dublu, de raze r şi R, are o mişcare plan paralelă cu centrul 


instantaneu de rotație în I (vezi figura 6.4 b). Din asemănarea triunghiurilor cu vârfurile în I 
> > 
şi de catete opuse egale cu va şi vB, găsim că: 


IA _ ya, IA = CA ss fie VA (r+R). 
IB Vp IA+r+R Vp VBTVA 


3 
Viteza unghiulară œ în această mişcare are sens trigonometric şi modulul: 


Greutatea G are aceiaşi viteză (verticală, în sus) ca şi punctul O, adică: 
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Vp=Va _VaRtVgpr 
r+R R+r 


vor 10-0=(a+r):o-| VA e+R)er] 
VB-VA 


: f 0,1-1-0,2 +0,1-2-0,1 
Cu valori numerice, v = 


=0,133m/ s =13,33cm/ s. 


0,2 +0,1 


Răspuns corect: a). 


a) b) 
Figura 6.4 


CR5. Cabina unei macarale se roteşte cu viteza unghiulară constantă œ = 0,3 rad / s în raport 


cu axa Oy perpendiculară pe sol, timp în care brațul macaralei este rotit cu viteza unghiulară 
constantă œ = 0,5 rad / s în jurul axei Oz (vezi figura 6.5). Dacă lungimea brațului este OP = 


l= 12 m, care este viteza vârfului P: 
a) vp = 5,84 m/s; b) vp = 7,02 m/s; c) vp = 9,35 m/s; d) vp = 4,71 m/s. 


Rezolvare: Mişcarea brațului macaralei este mişcarea unui rigid cu punct fix (punctul O). 


F A 3 a => => => > * > > > = 
Viteza punctului P se obtine cu relaţia v p=o x rp, unde o ,=@;+@=0,3 j+0,5k şi 


> > > > > > , 
rp =OP=lcos8 i +Isin 0 j =10,39i+6 j . Deci, 


> > > 
i j k 
> > > > > > 
VpOuxre=| O 0,3 0,5|= -3,54 i +5,2 j—3,12k » 
1039 6 0 


v p= Je 3,54) 452 (— 312) = 7,02 ml s . Răspuns corect: b). 
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Figura 6.5 Figura 6.6 


CR6. Bara CB se roteşte cu viteza unghiulară constanta ocg =3 rad / s în planul figurii 6.6, 
faţă de centrul de rotaţie C. Prin intermediul unui cursor articulat în capătul B, bara CB 
antrenează în mişcare de rotaţie bara OA. Dacă CB = a = 20 cm şi OC = b = 40 cm, să se 
determine modulul vitezei unghiulare a barei OA pentru poziţia caracterizată prin 8 = 450. 

a) oo =0,572 rad/s; b) pa =0,985rad /s; c) ooa = 15 rad / s; d) pa = 2,327 rad s 


> > > 


Rezolvare: Fie OB = d şi mad con) = a . Proiectând egalitatea vectorială OB+ BC = OC 


pe orizontală, respectiv verticală, găsim relaţiile scalare: 
d(t)-sin a(r)= asin 0(r), d(r)-cosa(r)+ acos6(r)=b, 
unde termenii dependenţi de timpul 7 au fost scoşi mai bine în evidenţă. Derivând aceste relaţii 


în raport cu t, obținem că: 


e e e. 
d sina+dacosa =aĝ cos 
e e e. 


dcosa-dasina = að sin 0 
Distanța d se obține aplicând teorema Pitagora generalizată în triunghiul COB: 
OB” = CO? + CB? -2 C0 - CB cos0 =b° +a” —2abcos0. 


Pentru 8 = 45° , se obtine OB = d = 29,47 cm. In acelasi triunghi, teorema sinusurilor conduce 
la aflarea unghiului a: 


BC OB asin 0 


> sin a = => a =28,675°. 


sina sin 
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Cum o = — cp= —3 rad / s (sens orar), sistemul de mai sus este liniar în d şi a şi are soluţia 
d = —0,576 (m/s), respectiv œ =-—0,572 (rad/s) In plus a=—oo4, deci 
Goa = 0,572 rad / s 


Răspuns corect: a). 


CR7. Pentru mecanismul din figura 6.7 se cunosc distanţele a = 30 cm, b = 1,3 m şi r = 30 
cm Şi viteza unghiulară a discului de centru fix O, œ =2 rad/s Punctul A se găseşte pe 


aceiaşi verticală cu O iar bara BC pe aceiaşi orizontală cu O. Determinaţi vitezele unghiulare 
ale barelor AB şi BC. 


a) Oap >=lrad/s, opc> 35 rad/s; b) oap =3 rad/s, @gc=9 rad/s ; 
c) Oap = 2 rad / s, @ gc= 6,67 rad s ; d) @,g = 2,67 rad S, Opc> 5,33 rad s. 


Figura 6.7 


Rezolvare: Se poate recurge la o soluție vectorială bazată pe ecuația lui Euler pentru viteze. 


> > > > > > 
In primul rând, trebuie observat că v = ør i = 2-0,3 i =0,6 i (m/s) şi v p= @gc'aj 


=y 
= 0,3 pc J . Relația lui Euler pentru vitezele punctelor A şi B aparținând barei AB este: 


> > > 
i j k 

> > > > > > 

V p= VatO apX AB => 03opc J=0,6i+|0 0 gp > 
1 03 0 


> > 
0.3@pgc j =(0,6-0,30,p) i+ O1 j> 


_ => ap > 2, Øgc = 6,67 . 
0,3 pc = Ap 


Răspuns corect: c). 
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CR8. Placa trapezoidală ABCD se deplasează într-un plan orizontal (vezi figura 6.8). Se 
cunosc o parte dintre componentele carteziene ale vitezelor vârfurilor A, B şi C şi anume: 


Vax=2 MIS, Vg, =—-3mM/s,vo=5m/s. 


Care este expresia analitică a vitezei vârfului D? 


> > > > > > > > > > > > 
a) vp=-6i-19j;b) vp=2i-7j;c0) vp=-6i-13j;d)vp=2i-19j. 


2m y 
X 
A 4m B ©z 


Figura 6.8 


Rezolvare: Vitezele punctelor A, B şi C au expresiile analitice în cartezian: 


> > > > > > > > > 
vag=2itaj, vpg=bi-3j, vç=ci+5j, 


25 
unde a, b şi c urmează a fi determinate. Fie œ viteza unghiulară în mişcarea plană a plăcii. 


Relaţia (Euler) care leagă vitezele punctelor A şi B este: 


> > > 
i j k 
> > > > > > > > 
v p= va+tø@xAB<&bi-3j=2i+aj+|0 0 alob=2,3=ar40. 
4 0 0 
Totodată, 
> > > 
i j k 
> > > > > > > > 
v c= vB +@xBC&ci+5j=2i-3j+|0 0 oloc=2—20,5=—3+20. 
2 2 0 


Găsim deci că a = -—19, b=2,c=-6, œ = 4 . Aplicăm relația lui Euler pentru punctele A şi D: 


> > > 


> > > > > > > : J k < <- 
vp=va+@xAD&vp=2i-19j+|0 0 4ļ=-6i-19j- 
o2 0 


Răspuns corect: a). 
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CR9. Bara rigidă AB alunecă între doi pereţi perpendiculari (vezi Figura 6.9 a). Se ştie că la 


A 
un moment dat viteza capătului A este egală cu v4 =12cm/ siar unghiul ABO este de 30. 
In plus, se mai dau lungimile AB = 30 cm şi AC = 10 cm. Atunci: 
1. Centrul instantaneu de rotație al barei AB, Ing, se găseşte: 
a) In punctul O; 
b) La intersecția perpendicularelor în A şi B pe OA, respectiv OB; 
c) In A; 
d) In B. 
2. Viteza unghiulară în mişcarea plan — paralelă a barei AB este egală cu: 
a) 1,2 rad/s; b) 0,875 rad/s; c) 0,462 rad/s; d) 0,728 rad/s. 
3. Viteza punctului B are modulul egal cu: 
a) 5,75 cm/s; b) 7,223 cm/s; c) 2,665 cm/s; d) 6,930 cm/s. 
4. Viteza punctului C are modulul egal cu: 
a) 7,665 cm/s; b) 8,329 cm/s; c) 9,224 cm/s; d) 6,193 cm/s. 


Figura 6.9 


Rezolvare: 

1. CIR —ul barei AB se găseşte la intersecția perpendicularelor duse în A şi B pe suporturile 
cunoscute ale vitezelor punctelor A şi B. Cum A şi B execută mişcări rectilinii pe OA, 
respectiv OB, răspunsul corect este b). A se vedea şi figura 6.9 b. 


2. Patrulaterul OAlagB este dreptunghi. Avem că: 


J3 


IapA = OB = ABcos300 = 30. 2 = 25,981 cm; 1„pB = OA = ABsin 30 = 30- Zai 
2 2 


Z 
Ca vector, viteza unghiulară was este perpendicular pe planul (OAB), are sens orar (dat de 
viteza punctului A) şi modulul 
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Gigel Aa l2cm/s_ _ 0,462rad / s . Răspuns corect: c). 


O TapA 25,981cm 


R 
3. Viteza lui B este pe orizontală lui B, spre stanga (sens dat de cap ) şi are modulul: 
V p= I apB ap =15-0,462= 6,93cm/s. Răspuns corect: d). 


4. Pentru a determina viteza lui C avem nevoie de distanța IagC. Ea rezultă din triunghiul 
Ias AC cu teorema Pitagora generalizată: 


VE] 


Tap0 A AC2 + LugA2- 240: LapA-cos300 = jo + 25,98 —2.10-25981-- = 18,028 
Viteza lui C este perpendiculară pe IagC, stânga sus şi are modulul: 

vc= 1 ABC: OAB = 18,028- 0,462 = 8,329 cm/s. 
Răspuns corect: b). 


CR10. Fie sistemul de corpuri din Figura 6.10 a, pentru care distanțele 
OA = 40cm, AB = 80cm, BC =25cm şi r=15cm sunt date. Manivela OA se roteşte cu 


viteza unghiulară œ= 2rad / s . Atunci: 


1. Viteza punctului A este: 

a) paralelă cu OA şi de modul v „= 0,4m/s; 

b) paralelă cu OB şi de modul v „= 0,8m/s; 

c) perpendiculară pe OA şi de modul v „= 0,8m/s; 

d) nulă. 

2. Centrul instantaneu de rotaţie al barei AB, Iag, se găseşte: 
a) La intersecţia dreptei OA cu verticala lui B; 

b) La intersecţia lui AB cu verticala lui O; 

c) în A; 

d) în B. 

3. Viteza punctului B are mărimea: 

a) 0,856 m/s; b) 0,579 m/s; c) 1,225 m/s; d) 1,184 m/s. 

4. Pentru poziţia din figura 6.10 a, viteza punctului C are modulul: 
a) 2,45 m/s; b) 0,93 m/s; c) 1,84 m/s; d) 1,35 m/s. 


Figura 6.10 a 


77 


Rezolvare: 1. Punctul A, considerat ca punct al manivelei OA, are o mişcare circulară pe 
cercul de centru O şi rază OA, deci 


LOA 


> > 
va sens dat de op (vezi Figura 6.10 b) 


vAa> OA: 09>0.4:2 =0.8 m/s 


Răspuns corect: c). 


Figura 6.10 b 


2. Punctul B execută o mişcare rectilinie, pe OB, deci viteza sa este orizontală. Cum A şi B 
apartin barei AB aflată în mişcare plană, CIR-ul acestui corp se găseşte la intersectia 


> > 
perpendicularei în A pe va (care este dreapta OA) cu perpendiculara în B pe vp (adică 
verticala lui B. Răspuns corect: a). 


3. Teorema sinusurilor, aplicată în triunghiul OAB, dă 


A pc 0 
AB OA — sin OBA = OA -sin 30 1 


F 0 T E 
sin 30 sin (oba) AN i 


astfel că in[1 sba) =sin 0- oa) = cof oba) = _|l-—sin (oba) = E ; 


Aceiaşi teoremă, dar în triunghiul 7„AB: 


> 
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I,A AB 1,B 


S et — > I,A = 405 cm=89.6 cm, I ,B = 64.8 cm. 
sa[1 sba) EE pi h 20-7 sa) 


Deducem că: 


1 (OAB) lI,B 
> > > > 
2 sens datde v 4 , VB 4sens datde o» ; 
n va __0:8 _0.893rad/s v p= 1»B: >> 0.648- 0.893 = 0.579 m/ s 
IA 0.896 


Răspuns corect: b). 


4. Centrul instantaneu de rotație al troliului 3 este în 7} (punctul de contact cu solul), deci: 


L (OAB) 
> > 
03 sens datde v p 
PO E T, 
13B 5 


Determinarea vitezei lui C: 


A BCC = [1,8% BC™2T,B BC cos120= 5? + 252 -2-15:25:(-1) = 35 cm 


LIC 
> > 
vc 4 sens datde oz 


vc IC: 032 3.86-0.35=1.35 m/s 


Răspuns corect: d). 
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6.2. Teste propuse 


CR11. Un tambur pe care este înfăşurat cablu pentru telefonie se rostogoleşte fără să alunece 
pe o suprafaţă orizontală deoarece un capăt al cablului este tras spre dreapta cu viteza va= 0,8 
m/s (vezi figura 6.11). Dimensiunile fiind cele date în figură, care este viteza centrului de 
masă O al tamburului? 

a) 1,2 m/s; b) 1,6 m/s; c) 1,05 m/s; d) 0,6 m/s. 


Figura 6.11 Figura 6.12 


CRI12. Intr-un mecanism cu scripeţi şi curele, mişcarea este transmisă de la scripetele fix A 
la scripetele fix C prin intermediul scripetelui dublu B, care se rostogoleşte fără să alunece pe 
o suprafaţă orizontală (vezi figura 6.12). 

Fiind date o, =4rad/s, ra =rc=02m,rp=0,3mşi Rg =0,5 m, să se determine viteza 
unghiulară a scripetelui condus C. 

a) oc =5,67 rad/s; b) oc =2,5 rad/s; Cc) oc =4,85rad/s; d) oc =3,33 rad/s. 


CR13. Pentru a ridica corpul A, cureaua C se deplasează spre dreapta cu accelerația constantă 
ac =300mm/ s? (vezi figura 6.13). Dacă viteza iniţială a curelei a fost vc.o = 300mm/ s , 
r ="75 mm, R = 125 mm, Cu ce viteză se va deplasa corpul A şi ce distanţă va parcurge el după 
două secunde? 

a) va =0,75 m/s; sa =1,25m; b) va =0,95m/ s; sa =1,55m ; 

c) va =1,25 m/s; sa =1,75 m, d) va =0,48 m/ s; sa =0,86 m. 


r= 100 mm 


Figura 6.13 Figura 6.14 
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CR14. Două roţi dinţate solidare se mişcă între o cremalieră fixă (situată în partea de jos a 
figurii 6.14 şi conţinând punctul C) şi una mobilă (cea de sus, notată prin R). Valorile razelor 
celor două roți dinţate ca şi viteza punctului A aparţinând axei comune de simetrie sunt 
indicate pe figură. Atunci: 


1. Sistemul celor două roţi dinţate execută: 

a) o mişcare de translație; b) o mişcare de rotaţie; c) o mişcare plan — paralelă; d) o mişcare 
sferică. 

2. Viteza unghiulară în mişcarea sistemului de roți dinţate este: 

a) 4 rad/s; b) 10 rad/s; c) 6 rad/s; d) 8 rad/s. 

3. Viteza cremalierei mobile R este de: 

a) 1,5 m/s; b) 2 m/s; c) 2,4 m/s; d) 1,8 m/s. 

4. Modulul vitezei punctului D este: 

a) 1,697 m/s; b) 2,45 m/s; c) 1,2 m/s; d) 3,6 m/s. 


CR15. Bara AB, de lungime L = 1m, alunecă între doi pereţi înclinați astfel încât viteza 
capătului A este de 3 m/s (vezi figura 6.15). Care este viteza unghiulară în mişcarea plană a 
barei la acest moment? 

a) 2,52 rad/s; b) 1,04 rad/s; c) 0,65 rad/s; d) 3,87 rad/s. 


Figura 6.15 Figura 6.16 


CR16. Placa dreptunghiulară ABCD se mişcă în planul xy (vezi figura 6.16). La un moment 


> > > > => => 
dat, punctele A şi B au vitezele (în m/s) date prin v 4 =3 i+2 j $i va =vpg, i +5 j . Atunci: 


a) vg, =2,8; b) vg =3; C) vg, =1; d) va =1,5. 


1m 


Figura 6.17 Figura 6.18 
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CR17. Bara cotită ACB leagă două cursoare (vezi figura 6.17). Dacă vg = 5 m/s, aflaţi viteza 
unghiulară în mişcarea plan — paralelă a barei ACB. 
a) o=3rad!s;b) o=45rad/s; Cc) @=5 rad/s; d) o=2,5radis. 


CR18. Să se determine viteza punctului D al mecanismului bielă — manivelă cu culisă 
excentrică din figura 6.18. Se dau AB = 30 cm, BC = 1,2 m, h = 10 cm, BD = 80 cm, CD = 
60 cm, a =600 şi o=15rad/s. 

a) vp = 3,2 m/s; b) vp = 4,5 m/s; c) vo = 1,9 m/s; d) vp = 2,8 m/s. 


CR19. Bara rigidă AB, de lungime / = 1m, se deplasează în planul Oxy astfel încât capătul A 
alunecă pe axa Ox cu viteza va = 0,2 m/s. Bara este tangentă în C la semicercul de rază r = 
0,3 m şi centru O (vezi figura 6.19). Să se determine viteza unghiulară în mişcarea plan - 
paralelă a barei pentru a = 300. 

a) w=2,7 rad/s;b) o=lrad/s;C) o=18rad/s; d) o=36rad/s. 


Figura 6.19 Figura 6.20 


CR20. Pe un stâlp fix este montată o roată, care se învârte în raport cu axa de rotaţie orizontală 
ce trece prin O cu turația de n = 6 rot/min. Pe roată sunt articulate, din loc în loc, scaune. Dacă 
raza roții este R = 10 m şi axa scaunului păstrează în tot timpul mişcării direcția verticală 
(micile oscilaţii ale scaunului sunt neglijabile), să se determine viteza unui punct B al 
scaunului (vezi figura 6.20). 


a) vB = 8,45 m/s; b) vs = 6,28 m/s; c) va = 4,98 m/s; d) vg = 11,5 m/s. 


CR21. O bară AC se mişcă astfel încât capătul A alunecă pe un perete vertical cu viteza 
va=24cm/ siar bara trece tot timpul prin punctul B. Dacă a = 50 cm, AC =1=1 m şi 


a = 300, obtineţi viteza capătului C (vezi figura 6.21). 
a) ve = 15,52 cm/s; b) ve = 32,517 cm/s; c) ve = 26,31 cm/s; d) ve = 19,38 cm/s. 
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CR22. Bara rigidă AB alunecă între doi pereți perpendiculari (vezi figura 6.22). Se ştie că 


A, 
la un moment dat viteza capătului B este egală cu v, = 45 cm/ s iar unghiul ABO este de 


450. In plus, se mai dau lungimile AB = 30 V2 cm şi AC = 20 cm. Atunci: 


1. Punctul A: 

a) efectuează o mişcare circulară cu centru în O; 

b) efectuează o mişcare rectilinie şi se apropie de O; 

c) efectuează o mişcare circulară cu centru în B; 

d) efectuează o mişcare rectilinie şi se îndepărtează de O. 

2. Viteza unghiulară în mişcarea plan — paralelă a barei AB este egală cu: 
a) 1,2 rad/s; b) 1,5 rad/s; c) 2,1 rad/s; d) 1,8 rad/s. 

3. Viteza punctului A are modulul egal cu: 

a) 45 cm/s; b) 30 cm/s; c) 22,5 cm/s; d) 90 cm/s. 

4. Viteza punctului C are modulul egal cu: 

a) 27,265 cm/s; b) 31,872 cm/s; c) 29,195 cm/s; d) 42,15 cm/s . 


= 


L4444 Vp 
B -0 
C 
B 
ES 
VA 
A 
— 
A 
Figura 6.21 Figura 6.22 


CR23. Un disc rigid, de rază r = 50 cm, se rostogoleşte fără să alunece peste o suprafață 
plană astfel încat viteza centrului său de masă este v, = 30cm/s (vezi figura 6.23). Atunci: 


1. Centrul instantaneu de rotaţie al discului, Z, se găşeste: 

a) In punctul A; 

b) In punctul de contact cu suprafaţa plană; 

c) In punctul B; 

d) In punctul C. 

2. Viteza unghiulară în mişcarea plan — paralelă a discului este egală cu: 
a) 1 rad/s; b) 0,8 rad/s; c) 1,5 rad/s; d) 0,6 rad/s. 

3. Viteza punctului B are modulul egal cu: 

a) 42,426 cm/s; b) 30,776 cm/s; c) 28,532 cm/s; d) 40,661 cm/s. 
4. Viteza punctului C are modulul egal cu: 

a) 47,605 cm/s; b) 61,879 cm/s; c) 51,962 cm/s; d) 72,165 cm/s. 
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Figura 6.23 Figura 6.24 


CR24. Pentru mecanismul bielă — manivelă — piston din figura 6.24 se dau: OA = 30 cm, 
AB = 60 cm, @o4= 2,5 rad / s . Atunci: 

1. Viteza punctului A are modulul egal cu: 

a) 75 cm/s; b) 60 cm/s; 30 cm/s; d) 50 cm/s. 

2. Biela AB efectuează o mişcare: 

a) de rotaţie în raport cu punctul A; 

b) de rotaţie în raport cu punctul B; 

c) plan — paralelă cu CIR-ul la intersecţia perpendicularei în B pe AB cu dreapta OA; 
d) de translatie. 

3. Viteza unghiulară în mişcarea bielei AB: 

a) are sens trigonometric şi mărimea œ 4p= 0,54 rad / s ; 


b) are sens orar şi mărimea ø 4g=1 rad/s ; 
c) are sens trigonometric şi mărimea œ 4g= 0,75 rad/s; 
d) are sens orar şi mărimea œ „p= 0,625 rad/s. 


4. Viteza punctului B are modulul egal cu: 
a) 64,952 cm/s; b) 50,885 cm/s; 70,559 cm/s; d) 60,955 cm/s. 
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7. Cinematica mişcării relative a punctului material 
7.1. Teste rezolvate 


MRI. De pe acoperişul unei clădiri înalte de h = 30m este lăsat să cadă liber un obiect. La 
acelaşi moment de timp, de la nivelul solului este aruncat pe verticală un al doilea obiect cu 
viteza absolută de vo = 20 m/s. Care este timpul scurs până când cele două obiecte trec unul 
pe lângă celălalt (aceiaşi distanţă faţă de sol) şi care este viteza relativă în mişcarea celor două 
obiecte? 

a) At=1s,v,=32m/ s; b) At =1,5s,v,=20m/s; c) At=2s,v,=25m/s ; d) At=24s5,v,=16mls. 
Rezolvare: Notăm cu 1 obiectul aflat în cădere şi cu 2 pe cel care urcă. Legile lor de mişcare 


sunt y;(t)= 1 gt? Si y lt)=vot- 5 gt?. Condiția de întâlnire permite determinarea timpului 
2 
scurs până când cele două obiecte ating aceiaşi altitudine: 


yilt) +y lt)=h evot h & At a 15s. 
vo 20 


Deoarece vitezele celor două obiecte la un moment oarecare de timp sunt v;(t)=gt şi 


valt) =v 8t „viteza lor relativă nu depinde de timp, v ,= vy+vp=vg=20m/s. Răspuns corect: b). 


MR2. Două bărci cu motor părăsesc țărmul la acelaşi moment de timp, pe direcțiile indicate 
în figura 7.1 a. Dacă va = 20 m/s şi vg = 15 m/s, atunci: 

1. După cât timp barca A se va găsi la 100 m de țărm? 

a) 2,84 s; b) 4,71 s; c) 5,77 s; d) 8,05 s. 

2. Viteza relativă în mişcarea bărcii A față de barca B este de: 

a) 21,67 m/s; b) 16,83 m/s; c) 30 m/s; d) 9,85 m/s. 

3. După câte secunde între cele două bărci va exista o distanță de 800 m? 

a) 21,67 s; b) 36,90 s; c) 56,32 s; d) 40,15 s. 


3 
V AB 
| > vås 
våg 
a) b) c) 
Figura 7.1 
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Rezolvare: 1. Spaţiul parcurs pe direcţia OA de barca A în £ secunde este s, =v4t. Distanţa 


faţă de țărm rezultă din relaţia d, =s 4cos30°=v4rcos 30%. Cum d4=100m, deducem că 
da 100 


= = 5/11 s. Răspuns corect: c). 
VA cos300  20cos30 


t= 


> > > 
2. Fie v, Şi v vitezele absolute (față de țărm) ale celor două bărci şi v „p viteza relativă a 


> > > 
lui A față de B. Relația vectorială care leagă aceste viteze, v „= v p+ vag, se proiectează pe 


orizontală şi verticală: 
-v 4 sin30 =v psin45 +v%g, v4cos30 =vpcos43 +vp. 
> 
Cum va = 20 m/s şi vs = 15 m/s, obținem vug=-2061 şi v%%=6,71. Modulul vitezei v „p este 
> 
egal cu v 4g =(-2061) +6,71? =2167m/s . Unghiul format de vectorul v „„ cu orizontala dreapta 


este 9=18@ 180 -arctg VAB —]80 (vezi figura 7.2 b). Răspuns corect: a). 


f VAB 


aș 
Observaţie: O altă soluţie de determinare a modulului vitezei v ¿g constă în aplicarea teoremei 


Pitagora generalizată în triunghiul vitezelor (vezi figura 7.2c): 


VAB = pă 2 2v av gcos75 


3. După £ secunde de la începutul mişcării celor două bărci, distanţa dintre ele este: 


AB(0) = d(0) = JOA? + 0B2-204-0B cos750 = 122 vavp C0s75 =vap-t- 


Pentru d = 800 m, găsim că Ar a SU: 369 s . Răspuns corect: b). 


2167 


MR3. Un barcagiu poate vâsli astfel încât să deplaseze o barcă cu 5 m/s în raport cu o apă 
liniştită. La un moment dat, el doreşte să traverseze un râu cu lățimea de 50 m astfel încât să 
atingă malul opus la 50 m distanţă în aval (vezi figura 7.2 a). Viteza de curgere a râului este 
de 2 m/s (în raport cu malurile). 

1. Sub ce unghi 8 trebuie să vâslească faţă de direcția perpendiculară pe maluri pentru a se 
deplasa pe direcția AB dorită? 

a) 0=16560; b) 0 =3148?; c) 0=459; d) 0 =2857°. 

2. Care este viteza absolută a bărcii în timpul traversării râului? 

a) 6,21 m/s; b) 10,34 m/s; c) 7 m/s; d) 5,95 m/s. 

3. Cât durează deplasarea din A în B? 

a) 10,54 s; b) 11,39 s; c) 15,72 s; d) 8,55 s. 430 
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a) b) 


Figura 7.2 


5 
Rezolvare: 1. Viteza bărcii în mişcarea absolută, v „ , este pe direcția de înaintare dorită, 


adică AB. Mişcarea de transport este mişcarea bărcii dacă barcagiul ar înceta să vâslească. 


> > 
Rezultă că viteza de transport, v ,, este chiar viteza râului (2 m/s). Viteza relativă a bărcii, v , 


este viteza acesteia față de apă (modul 5 m/s), pe care o presupunem înclinată sub unghiul 0 


> > > 
(necunoscut). Relația care leagă cele trei viteze, v „= v „+ v ,, este reprezentată grafic în figura 


7.2 b. Teorema sinusurilor în triunghiul celor trei viteze 


Vi Yr Va 


sinf45? -0) sin45° sinl00%0) 


permite determinarea unghiului %: 


= 450-0=1643%—0=28570. 


sinf45 15 o) 


Y sin 45% 2.2 
5 


Vr; 


Răspuns corect: d). 
2. Tot teorema sinusurilor conduce către viteza absolută a bărcii: 


. lono i i 
pr sinbo +Ø) _5sin11857 =6,21m/ s. 
sin 45% eh 


Răspuns corect: a). 
3. Barca parcurge distanţa AB=50/2 m cu viteza va = 6,21 m/s, deci timpul traversării râului 


va fi de Ar= AB =11,39 s. Răspuns corect: b). 


Va 


MRA4. O placă dreptunghiulară ABCD poate aluneca în interiorul unui ghidaj orizontal astfel 


ca distanţa la un reper fix 0,x,y, este dată prin x ; ()=4h+41?] (în cm). Pe placă este montat 
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un tub semicircular de rază R = 30 cm în interiorul căruia se deplasează, de la O la A, o bilă 


M astfel încât OM = s(t) =10zsin( 21) (in cm) (vezi figura 7.3 a). Atunci: 
6 


1. Mişcarea relativă a bilei M este: 
a) o mişcare circulară, astfel încât la momentul de timp żt,=2s viteza relativă este 
2 


57 
v =—cmls; 
6 


b) o mişcare rectilinie, paralelă cu axa 0; 
c) o mişcare circulară, astfel încât la momentul de timp 1=3s viteza relativă este 


53r 
6 


cmls; 


v,= 


d) o mişcare rectilinie, paralelă cu axa 0,y,. 

2. Mişcarea de transport a bilei M este: 

a) O mişcare circulară uniformă, în lungul tubului DOA; 

b) o mişcare rectilinie, paralelă cu axa 0,x,, astfel încât la momentul de timp 1,=1s viteza de 
transport este v,=36cm/s; 

c) o mişcare rectilinie, paralelă cu axa 0,y,, astfel încât la momentul de timp 1,=1s viteza de 
transport este v,=24cm/s; 

d) O mişcare circulară uniform accelerată. 

3. Modulul vitezei absolute la momentul de timp 1,=1s este: 


a) v „27 cms; b) v ,=52,17 cmls; c) v „=3993 cm/s ; d) v ,=48,86 cms. 


a) b) 
Figura 7.3 


Rezolvare: 1. Putem asocia plăcii dreptunghiulare un reper cartezian Oxy, solidar cu aceasta 
(vezi figura 7.3 b). Mişcarea relativă a bilei M este mişcarea acesteia față de Oxy, adică o 
mişcare pe semicercul de rază R suprapus tubului. Legea mişcării relative este 


OM = str) =10zsn(Ž1); Cum OM e|-10z, 107] şi lungimea arcelor de cerc OA şi OD este 157, 
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punctul M se va deplasa între poziţiile P şi Q într-o mişcare periodică de perioadă 12 s. Viteza 


2 
relativă este tangentă semicercului în M şi are modulul y, (7)= ş= Hoz r) . Sensul său este 


sensul mişcării relative şi depinde de momentul de timp considerat. Pentru t,=2s, bila se 


găseşte între O şi A şi se deplasează spre A (primul sfert de perioadă) iar modulul vitezei 


2 2 
relative este v,(2)= z o2) = z (cm/s). Răspuns corect: a). 


2. Mişcarea de transport a bilei M la un moment de timp arbitrar t se obține dacă presupunem 
bila nemişcată în raport cu tubul (cu reperul mobil Oxy) şi urmărim evoluția sa în raport cu 
reperul fix 0,x,y,. Deoarece bila devine un punct al plăcii dreptunghiulare (aflate în translație 


rectilinie între cele două ghidaje orizontale), ea va efectua o mişcare rectilinie, pe paralela 
dusă la Ox; prin M. Legea mişcării de transport este x ; ()=4h+4?), astfel încât viteza de 


transport este un vector orizontal, dirijat spre dreapta (xç creşte odată cu 7), de modul 


v (t)=x p>4+32.1. Pentru t;=1s, avem v,=36cm/s , astfel că răspunsul corect este b). 


> > > > 
3. Viteza absolută de determina cu relația v „= v „+v ,. Despre v , la momentul de timp 1 ,=1s 


am precizat toate atributele la punctul anterior (vezi figura 7.3 b). Spațiul străbătut de bilă în 
interiorul tubului este s(1)=5% , adică bila se găseşte la o treime din arcul OA faţă de O (la 30° 


Să 
faţă de verticala lui O). Viteza relativă v , este perpendiculară pe OM, orientată spre dreapta, 


şi are modulul Kie 


2 2 
; co? )- 78 (cm/s). Folosind teorema Pitagora generalizată, 


6 6 
deducem că 


ae 2 
Va= | tv + 2v ,v, cos30° „sd t364 e pal = 48,86 cm/s. 


Răspuns corect: d). 


MRS. Sistemul de corpuri din figura 7.4 a este alcătuit din două bare paralele, O1A şi O2B de 
lungime egală 1 = 36 cm şi o placă dreptunghiulară, legată prin articulații în A şi B cu cele 


două bare. Bara OA se roteşte în jurul capătului Oi în conformitate cu legea g(t)= 22 (în 
12 


radiani). Pe diagonala ce conține punctul A este lipit un tub subțire în interiorul căruia se 
deplasează o biluță M astfel încât AM = s(t) = C +2t (cm). Atunci: 

1. Mişcarea relativă a bilei M este o mişcare rectilinie în interiorul tubului. La momentul de 
timp 11= 2 s viteza relativă şi accelerația relativă au valorile: 


a) v,=16cm/s,a,=86cm/s?; b) v,=14cm/s,a =12cm/ 8°; c) v ,=14cm/s,a =8,6cml s"; 


d) v ,=16cm/s,a ,=12cm/ $°. 
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2. Mişcarea de transport a bilei M este o mişcare circulară, pe un cerc de rază 1 = 35 cm. 
Viteza de transport şi acceleraţia de transport la un moment oarecare de timp au expresiile: 


2 2 
a) veZ ioma wi (cm/s?); b) v= remsa w (eml s’); 


zl 3 zl m? 4 2.. zl zl m? 4 2 
c) v == t" (cml/s5),a = —|2+ —t* (cm/s); d) v == t (cm/s), a = —,1+ t" (emls%). 
3 (cm/s),a, 7 36 ( ) ar (cm/s), a; 2| 9 ( ) 


3. Accelerația Coriolis în mişcarea bilei M la momentul de timp tı = 2 s: 
a) este perpendiculară pe planul plăcii; 


b) este în lungul tubului şi are modulul a c=9z cm/ s?; 


c) este paralelă cu AB şi are modulul a = x zcmls?; 


d) este perpendiculară pe tub, sensul dinspre B spre M şi modulul a „= = zcmls?. 


Figura 7.4 


Rezolvare: 1. Mişcarea relativă a bilei este o mişcare în lungul tubului rectiliniu. Deducem că 


$ 
vectorii viteză relativă v „ şi accelerație relativă au direcția tubului (vezi figurile 7.4 b şi c) şi 
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modulele pci (cm/s) şi PE | (cm/s?). Pentru tı = 2s avem că v,=14cm/s şi 
a,=12cml/s?. Răspuns corect: b). 

2. Datorită faptului că barele O.A şi O2B sunt egale ca lungime şi paralele în tot timpul 
mişcării, patrulaterul O ABO; este de fapt paralelogram, ceea ce înseamnă că AB este paralelă 


cu 0.0», indiferent de momentul de timp considerat. Placa dreptunghiulară efectuează o 
mişcare de translație. Mişcarea de transport a biluţei M este mişcarea punctului M considerat 


> Lă > ? 
solidar cu placa. Obținem astfel că v “= v , şi a “= a}. Dar 


LOA ap tipica at DOGĂ = MOA 
v 4 şspre stanga > 4A=A AtA A> q7 spre stanga > au 4A >0] 
° zl “zi 2 
C citi inăe irita a Oem poe ao mat Ei 


Pentru modulul accelerației de transport avem expresia: 


l r? 4 
dalla Pila =Z Zrt. 
t / a | z] sN 3g 
Răspuns corect: a). 


> > > > 
3. Accelerația Coriolis se determină pe baza relației de definiție: a c=20, x v „. Deoarece o, 


este perpendicular pe planul (ABM), are sens trigonometric (sensul de creştere al unghiului 


o) şi modulul o,= g = z iar i „este in lungul tubului, de la A spre M şi de modul v SA =3424+2 


E 
deducem că a este un vector situat în planul plăcii, perpendicular pe tub, sensul de la B spre 


M (dat de regula mâinii drepte) şi modulul a c=20, v,sin90= Zh P +2). Pentru tı = 2 s, găsim 
a 28 2 Dx , 
că a z zcmls*. Răspuns corect: a). 


> > 
Observaţie: Pentru tı = 2 s, v,=14cm/s,v =12æ cm/s iar unghiul dintre v , şi v, este de 120° 
(vezi figura 7.4 b). Modulul vitezei absolute este egal cu: 


V a= Ni 24242, cos 120 = 33cm/s. 


Pentru acelaşi moment de timp avem şi a,=12cm/s?, a'=6rcemls?, a'=4x12cmls? şi 


a= Za zcmls? (vezi figura 7.4 c). Pentru a obţine acceleraţia absolută, se utilizeaza relaţia: 
3 
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O idee simplă pentru a aduna vectorii componenți ai accelerației absolute constă în proiectarea 
relației vectoriale de mai sus pe axele unui reper cartezian plan. Am putea alege axa x în 
lungul tubului, de la A către M şi axa y perpendiculară pe tub, stânga sus. Obţinem: 


a = a „a? sin30%-a' cos30°, a pd cra? cos30%a" sin 30°. 


Cele două componente perpendiculare între ele dau pentru modulul accelerației absolute 


valoarea a „= Ja ata 3, - Cu valori numerice, a „= 31,61, ap =2591 şi aa = 40,87. 
MR6. Un disc de centru O şi rază R se rostogoleşte fără să alunece peste dreapta A, punctul 
O având o mişcare rectilinie şi uniformă (vezi figura 7.5 a). In canalul tăiat pe diametrul AB 
se deplasează un mobil M cu o viteza constantă în modul, u. Punctul M pleacă din A în 
momentul în care AB//A şi ajunge în B atunci când dreapta AB este, din nou, paralelă cu 
dreapta A (discul a efectuat o semirotaţie). Atunci: 
1. Viteza unghiulară în mişcarea plan — paralelă a discului are modulul: 
a) p=21;b) ø=2uR; c) p= 2%; d) o=*. 

R 4 2 R R 
2. Viteza absolută a punctului M atunci când acesta se află în O este de modul: 


2 2 
a) v =u E ; b) v,=u ie ; €) v = 2ui+z? ; d) v zul+4r?. 


3. Accelerația absolută a punctului M atunci când acesta se află în O: 
2 


2 
. PR “u 
a) este un vector vertical, în jos, de modul a, = 4 


b) este un vector înclinat la 45° față de dreapta A; 


2 
s A u 
c) este un vector orizontal, spre stânga, de modul a, = 4 


> 


> > 
d) are nenulă doar componenta accelerație de transport, adică a „=a,. 


A 
| 


(A) (A) (A) 


Figura 7.5 
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Rezolvare: 1. Canalul AB este străbătut de mobilul M cu viteza constantă, astfel încât timpul 

necesar pentru a ajunge din A în B este 4 gau In acelaşi interval de timp discul se 
VM u 

roteşte cu un unghi de z radiani. Folosind regula de trei simplă obținem că timpul necesar 


pentru rotirea discului cu un unghi de 0 radiani este E Ro, de unde deducem legea de 
mu 


variație în timp a unghiului 0: o(t)= > 1 4. Vectorul viteză unghiulară șI este perpendicular 
R 
pe planul discului, de sens orar (sensul mişcării) şi modul: 


2 


u 
R 
Răspuns corect: c). 

2. Mişcarea relativă a mobilului M este rectilinie şi uniformă, în lungul diametrului AB. 


Atunci când M ajunge în centrul O, diametrul AB al discului devine perpendicular pe dreapta 


3 
fixă A. Vectorul viteză relativă, v „, orientat de la A la B, are modulul u. 


Mişcarea de transport a mobilului M este mişcarea unui punct al unui solid (discul în acest 
caz) care execută o mişcare plan — paralelă cu viteză unghiulară constantă. Centrul instantaneu 
de rotație este plasat în punctul I de contact între disc şi dreapta A (vezi figura 7.5 b). Vectorul 


3 
viteză de transport, v ,, este perpendicular pe „raza” IO, orientat spre dreapta şi are modulul 


v, =10-0=R-2 EOE, 
2R 2 


> > > > > 
Deoarece v „Lv, Si v,=v „+v ,, vectorul viteză absolută va avea direcția din figura 7.5 b şi 


2 
modulul v= 2 v? =u.ll4 o . Răspuns corect: b). 


. 
3. Deoarece v,=u = constant şi mişcarea relativă este rectilinie, obtinem că a ,=v,=0. Centrul 


O al discului rigid rămâne în tot timpul mişcării la distanţa R de dreapta fixă orizontală A, 


A 

deci are o mişcare rectilinie. In plus, viteza sa (egală cu v) este constantă, deci acceleraţia 
=> e7 . . .. . 

sa a g este nulă. Punctul O coincide cu polul acceleraţiilor J. Cum, pentru cazul discutat 
i s id $ oT 2: id =F p ” T 

(mobilul M în O), a ‚=a ọ găsim că a,=0. Vectorul accelerație absolută va avea nenulă doar 

. . . > > — . . > 

componenta acceleraţie Coriolis, ac=20xv, (vezi figura 7.5 c). Deoarece œ este 

. . š . . > . A . . 

perpendicular pe planul discului (şi are sens orar) iar v , este un vector vertical în jos (vezi 


E 
figura 7.5 b), a ç va aparţine planului discului, va avea direcţie orizontală şi sensul spre 


stânga. Modulul său este 
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zu? 
R 


ac =20 Die 


> > 
Deci a „=a ç, răspunsul corect fiind c). 


MR7. O bară rigidă AB, de lungime / = 1 m, rezemată în permanență pe doi pereți 
perpendiculari între ei, se deplasează astfel încât v p=0,12 m/s (vezi figura 7.6 a). Pornind din 
B, pe bară se mişcă un cursor M astfel încât BM = s(t) = 0,02t ° Gin m). 

1. Stiind că atunci când M a plecat din B (momentul 7 = 0) bara se găsea în poziție verticală 
(lipită de peretele OA), să se determine poziția barei, dată prin unghiul 8, atunci când cursorul 
M a ajuns la mijlocul barei: 

a) 0=3687%; b) 0=5128°; c) 0=24,55%; d) 0=450. 

2. Viteza unghiulară în mişcarea plan — paralelă a barei pentru poziţia obținută anterior este 
de: 

a) o=025rad/s; bD) o=05rad/s; C) @=1rad/s; d) @=0,15rad/s. 

3. Pentru acelaşi moment de timp, viteza absolută a cursorului M este: 

a) 0,27 m/s; b) 0,13 m/s; c) 0,08 m/s; d) 0,21 m/s. 


b 


A 


a) 
Figura 7.6 


Rezolvare: 1. Timpul necesar cursorului M să ajungă la mijlocul barei este obținut din 
egalitatea 0,02 t”=0,51. Cum l = 1, obținem ż = 5 s. Punctul B parcurge în cele 5 secunde 
spațiul OB = vpyr=06m. Din triunghiul OAB deducem acum că ind = 006, adică 
0 =36870. Răspuns corect: a). 

2. Centrul instantaneu de rotaţie I al barei este al patrulea vârf al dreptunghiului OAIB 
(intersecţia perpendicularelor pe vitezele punctelor A şi B)(vezi figura 7.6 b). Viteza 
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unghiulară îi este un vector perpendicular pe planul OAB, de sens trigonometric (dat de 


sensul vitezei lui B) şi de modul p- 2-8 VB =0,15rad/s - Răspuns corect d). 


IB Icosd | h -sin20 


Să 
3. Mişcarea relativă este mişcarea cursorului M în lungul barei. Viteza v , va avea această 


direcţie, sensul de la B la A şi modulul v „= E 0,047. Pentru t= 5 s, v,=02m/s. 


Mişcarea de transport este mişcarea centrului barei (care coincide cu poziţia cursorului la t = 


> > 
5). Viteza de transport, v ,, este un vector perpendicular pe IM, sens dat de œ (dreapta jos) şi 


> > 
modul v,=IM -@=0,5-0,15=0,075m/s. Unghiul dintre v , şi v, este de æ=90° +20=163,74°. 


> > 
Fiind diagonala paralelogramului construit pe v , şi v , drept laturi, modulul vitezei absolute 


este: 


v a= yv 2 v2+ 2v „v cosa = 40,2 ™+ 0,075% 2-0,2-0,075:c0s16374° = 0,13 m/s. 
Răspuns corect b). 


7.2. Teste propuse 


MRS8. Un tren de mare viteză se deplasează cu 60 m/s spre est. Un călător aleargă în interiorul 
trenului, pe un colidor, spre vest, cu viteza de 18 km/h față de tren. Care este viteza omului 
față de şine (pământ)? 

a) 65 m/s; b) 48 m/s; c) 55 m/s; d) 72 m/s. 


MRƏ9. Pe două benzi vecine ale unei autostrăzi se deplasează în acelaşi sens două autoturisme 
cu vitezele constante vı = 100 km/h şi v2 = 130 km/h. Dacă la ora 12.00 cele două autoturisme 
se aflau unul lângă celălalt, care va fi distanţa dintre ele la ora 12 şi 20 de minute? 

a) 18 km; b) 12 km; c) 6 km; d) 10 km. 


MR10. Soferul unui autoturism observă că picăturile de ploaie lovesc maşina sub un unghi 
de 30° faţă de orizontală dacă viteza autoturismului este Va = 60 km/h (vezi figura 7.7). 
Presupunând că picăturile de ploaie cad perpendicular pe şosea, care este viteza acestora (față 
de pământ)? 

a) 42 km/h; b) 34,6 km/h; c) 50,5 km/h; d) 28,4 km/h. 


MRII. Pentru sistemul de scripeţi şi cabluri inextensibile din figura 7.8 se cunosc vitezele 
corpurilor A şi C, respectiv va = 6 cm/s şi ve = 18 cm/s. Dacă ambele corpuri coboară, care 
este viteza relativă în mişcarea corpului B faţă de corpul C? 

a) 30 cm/s; b) 12 cm/s; c) 24 cm/s; d) 26 cm/s. 
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v, 
Ua = 60 km/h 
— 


Figura 7.7 Figura 7.8 


MRI2. Un camion se deplasează spre sud, pe un drum naţional, cu o viteză de 50 km/h în 
timp ce, pe o autostradă suspendată, un autoturism se deplasează spre vest cu viteza de 120 
km/h. Care este viteza relativă în mişcarea autoturismului faţă de camion? 

a) 70 km/h; b) 170 km/h; c) 130 km/h; d) 85 km/h. 


MR13. Un înotător doreşte să traverseze înot un râu a cărui viteza de curgere este de 3 m/s. 
Viteza înotătorului relativ la apă este de 5 m/s şi se menţine constantă pe tot timpul traversării. 
Dorind să se deplaseze perpendicular pe maluri, tânărul înoată pe o direcție înclinată cu 8 
grade înspre amonte (vezi figura 7.9). Atunci: 

1. Valoarea unghiului 6 este de: 

a) 42,810; b) 36,870; c) 29,170; d) 55,240. 

2. Viteza înotătorului faţă de maluri (viteza absolută) este de: 

a) 8 m/s; b) 2 m/s; c) 4 m/s; d) 6 m/s. 

3. Dacă tânărul ar fi înotat perpendicular pe direcția malurilor (pe AC), viteza absolută ar fi 
fost: 

a) 4,67 m/s; b) 5,83 m/s; c) 8 m/s; d) 6,12 m/s. 


B C 
3 m/s 
(0) 
y |" 
Da l | 
„10 

A C A D 

Figura 7.9 Figura 7.10 


MR14. O placă dreptunghiulară ABCD se roteşte cu viteza unghiulară constantă œ în jurul 
laturii AB. Pe latura CD este montat un tub subțire de sticlă. La un moment dat, în interiorul 
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tubului este lăsată să cadă liber (cu acceleraţia gravitaţională constantă g) o bilă M (vezi figura 
7.10). Dacă AD = a, care este expresia vitezei absolute la momentul de timp arbitrar 7? 


a) v= ya 0g t? ; b) v =ya’0’+0,25g °t? ; c) v= a’o’™-g’t? ; d) v =y40+gt . 


MRI15. Un tub subțire AB se roteşte în jurul unei axe verticale fixe ce conține centrul O al 


tubului în conformitate cu legea g(r)=r* (în radiani). In acelaşi timp, în interiorul tubului se 


deplasează o mică biluță M astfel încât OM =) =10sn[£ r) (în centimetri). Timpul 1 se 


consideră în secunde iar unghiul a este de 30 (vezi figura 7.11). Atunci: 


1. Mişcarea relativă a bilei M este: 
a) o mişcare circulară, astfel încât la momentul de timp 1,=1s viteza relativă este v,=5cm/s; 


b) o mişcare rectilinie, paralelă cu axa de rotaţie a tubului; 
c) o mişcare rectilinie, în lungul tubului AB, astfel încât la momentul de timp 1 »=2s viteza 


relativă este y = 5z cmi s; 
2 


d) o mişcare pe o traiectorie înfăşurată pe un con cu vârful în O, pentru care OA este 
generatoare. 

2. Mişcarea de transport a bilei M este: 

a) O mişcare rectilinie, în lungul tubului AB; 

b) O mişcare circulară, pe un cerc cu centrul pe axa verticală fixă, cu viteza unghiulară 


E $ 13 (rad/s); 


c) O mişcare circulară, pe un cerc cu centrul pe axa verticală fixă, de rază R =0M cosa; 

d) O mişcare circulară, pe un cerc cu centrul pe axa verticală fixă, astfel încât viteza de 
transport la momentul de timp t = 1s este v,=75cm/s. 

3. La momentul de timp 1;=3s componentele vitezei absolute, viteza relativă şi viteza de 


transport, au modulele: 


a) v= Z omis, v,=7,5cml/s; b) v,=0, v=135cm/s; c) v,=8cm/s, v =0 ; d) v,=z42 cm/s, 
v=35cmls. 


MR16. Un disc de rază R = 30 cm se roteşte cu viteza unghiulară constantă œ=1 rad/s în jurul 
unei axe care trece prin centrul său şi este perpendiculară pe planul discului (vezi figura 7.12). 
Pe un diametru al discului se mişcă, plecând din centru, un punct M, cu viteza constantă 
v=015m/s. Atunci: 

1. Mişcarea relativă a punctului M este: 

a) o mişcare rectilinie şi uniformă în lungul tubului, în care punctul străbate distanţa OA în 
două secunde; 

b) o mişcare circulară, pe un cerc cu centrul în A; 
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c) o mişcare rectilinie uniform accelerată în lungul tubului, în care punctul străbate distanța 
OA într-o secundă; 

d) o mişcare pe o spirală care se deschide, începând din punctul O. 

2. Mişcarea de transport a punctului M la momentul de timp ż = 1 s este: 

a) o mişcare circulară, pe un cerc cu centrul în A şi de rază R; 


. . v A . v . ) 
b) o mişcare circulară, pe un cerc cu centrul în O şi de rază R „cu viteza ?; 
2 2 


c) o mişcare rectilinie, în lungul diametrului OA; 


d) o mişcare circulară, pe un cerc cu centrul în O şi de rază R „cu viteza v,=015m/s. 
2 


3. Viteza absolută a punctului M atunci când el ajunge la capătul diametrului (în A) are 
modulul: 


a) v,=0.15m/s; b) v,=01545 m/s; c) v,=0,15 43 m/s; d) v,=0,1542 m/s. 


NIIN 


Figura 7.11 Figura 7.12 


MRI17. Un triunghi dreptunghic şi isoscel OAB se roteşte în planul său în jurul vârfului O cu 
viteza unghiulară constantă o=lrad/s. Un punct M se deplasează pe latura AB cu viteza 


constantă u =5cm/s . In plus, OB = a = 102 cm (vezi figura 7.13). Atunci: 
1. Mişcarea relativă a punctului M este: 

a) o mişcare circulară, pe cercul cu centru în O şi de rază OA; 

b) o mişcare rectilinie şi uniformă; 

c) o mişcare rectilinie uniform încetinită; 

d) o mişcare circulară, pe cercul cu centru în A şi de rază AM. 

2. Mişcarea de transport a punctului M atunci când el se găseşte în punctul B este: 
a) o mişcare circulară şi uniformă, cu viteza unghiulară o=1rad/s; 

b) o mişcare rectilinie si uniformă, cu viteza liniară u = 5 cm/s ; 

c) o combinaţie a celor două mişcări precizate mai sus; 

d) o mişcare în care viteza de transport este v,=20cm/s. 
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3. Viteza absolută a punctului M atunci când el se găseşte în punctul A are modulul: 
a) v,=18,45cm/ s; b) v,=21,62cm/ s; c) v,=23,8cm/s; d) v,=1434cm/ s. 


A 


sI zg 


Sy 


O 
w 


Figura 7.13 Figura 7.14 


MRI18. O placă pătratică alunecă între două ghidaje orizontale astfel încât distanța dintre ea 


şi axa O,y, a reperului fix O,x,y, depinde de timp conform legii x „(t)=6t 2 (în centimetri). 


p 
Pe placă este lipit un tub circular subțire de rază R = 20 cm. In interiorul tubului se mişcă în 
sens trigonometric un punct material M astfel încât OM = s(7) =? (în centimetri; vezi figura 


7.14). 
Atunci: 
1. Mişcarea relativă a punctului M este: 


a) o mişcare rectilinie, pe o paralelă la axa O ,x,, cu viteza v,= K y 

b) o mişcare rectilinie, pe o paralelă la axa Oy}, cu viteza ne ; 

c) o mişcare circulară, în interiorul tubului, cu viteza v,=2zt; 

d) o mişcare circulară, în interiorul tubului, cu viteza v,=12. 

2. Mişcarea de transport a punctului M la momentul de timp = 10 s este: 

a) o mişcare circulară, în interiorul tubului, cu viteza v,=120 cm/s; 

b) o mişcare rectilinie, pe paralelă la axa O x, prin O, cu viteza v,=120cm/s; 
c) o mişcare rectilinie, pe axa O ,x,, cu viteza v,=20 7 cm/s; 

d) o mişcare pe o spirală ce pleacă din centrul tubului şi se deschide. 

3. Viteza absolută a punctului M la momentul de timp 1,=10 s are modulul: 


a) v,=20(z +6)cm/5; b) v=2036+ 72 cm/s; c) v,=20 6+7 emis: 


d) v ,=204/36+7 2+ 12 72 cm/s. 
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8. Dinamica mişcării absolute a punctului material 


8.1. Teste rezolvate 


- 

DP1. Un corp de masă M = 8,75 kg este acţionat de forţele coplanare F ;i = 1, 3, ca în figura 
8.1. Dacă F;=25N, F,=15,5 N, F 3=20,5N,œ;=42,5°,œ,=215 şi as=155%, aflaţi 
modulul accelerației corpului. 
a) a = 1,8 m/s?; b) a = 0,5 m/s; c) a = 5,1 m/s; d) a = 2,4 m/s. 
Rezolvare: Ataşăm sistemului de axe reperul cartezian Oxy şi proiectăm forțele pe axe: 

F „= F | cosa = 25c0542,50 =18,432; F „= F sin a = 25sin 42,5° =16,890; 

F= F , cosa ,=15,5c0s215° =-12697; F ,,= F sin a 3=15,5sin 215° = 8,890; 
Fa F ; cosa z= 20,5c0s155° =—18,579; F 3y= F 3 sin æ 3= 20,5sin 1 55° =8,664. 


Rezultanta celor trei forțe este: 


> 3 > (3 > > > 
R {Èr} nÈ] j =—12844 i +16,663j , 
i=l i=1 


iar modulul său R= J (| 2,844) + (1 6,663) = 21,039N . Legea lui Newton permite acum 


determinarea accelerației mişcării corpului: 


Wasko e AO aina. 
M 8,75 
Răspuns corect: d). 
vo 
E 
= 
Figura 8.1 Figura 8.2 


100 


DP2. Asupra unui corp de masă M = 3 kg, care se deplasa cu viteza constantă vo = 2 m/s pe o 
suprafaţă orizontală fără frecare, începe să acționeze o forţă variabilă în timp după legea 
F =4t , unde F se consideră în newtoni iar timpul £ în secunde (vezi figura 8.2). Care va fi 
viteza vı de deplasare a corpului după n = 3 s de la începutul acţiunii forței? Ce spaţiu si a 
parcurs corpul în acest interval de timp? 

a) vı =6 m/s; sı =15 m; b) vı =8 m/s; sı =12 m; c) vı = 10 m/s; sı=18 m; 

d) vı = 14 m/s; sı =22 m. 


Rezolvare: Legea lui Newton, în proiecție pe direcția mişcării, se scrie ca M -a= F , sau 


3 
M 2 =4t. Integrând această relație între momentul de început al acțiunii forței F şi un 
t 


moment arbitrar de timp £, găsim succesiv: 


2 , 
Pentru ti = 3 s, deducem că vj=2+ 3 -32=8 m/s. Cum v= s , O nouă integrare conduce 
t 


la legea spațiului s=vort acri, Pentru ti = 3 s, avem şi s, =2.34+ 223%=12m. 


Răspuns corect: b). 


DP3. O maşină Atwood, folosită pentru a evidenția legătura existentă între forță şi mişcare, 
este alcătuită dintr-un scripete fix, de masă şi frecare neglijabile, peste care este înfăşurat un 
fir ideal având la capete două corpuri mici şi grele (vezi figura 8.3 a). Dacă m,=2 kg, 


m= 4 kg, g =9,8 m/ s?, atunci tensiunea din firul de legătură este de: 
a) T = 26,1 N; b) T = 45,3 N; c) T = 19,6 N; d) T = 39,2 N. 


= 
Ma 


a) b) 
Figura 8.3 
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Rezolvare: Se studiază mişcarea fiecărui corp în parte (vezi figura 8.3 b). Ecuațiile care 
guvernează mişcarea celor două corpuri sunt: 


> > > > > > 
myas_myg+T,, m a =m, g8+T3. 


In proiecție pe direcția mişcării (corpul 2 coboară iar corpul 1 urcă) avem: 
m;a=-m;g8 +T, ma =m:8-h. 


not not 
Dar T=T,=T şi a;=a,= a, astfel încât prin adunare obținem: 


(m+ m,)a =(m;=m;)g > a= 2" 
m>+ my, 
2mm 2-2-4 
m + ma 2+4 


şi apoi, prin înlocuire în prima ecuatie, T = -98 =261N. 


Răspuns corect: a). 

DP4. Un corp de masă m este aruncat pe verticală de la nivelul solului cu viteza initială vo. In 

timpul mişcării, asupra lui acționează, pe lângă propria greutate, şi o forța de rezistență la 
> > 

înaintare din partea aerului de forma R= —k m v , unde k este o constantă pozitivă. Pentru 


vo=40m/s, k =0,5 ssi g =10m/s?, aflați înălțimea maximă la care ajunge corpul. 
a) Hmax = 23,453 m; b) Hmax = 42,186 m; c) Hmax = 12,274 m; d) Hmax = 80 m. 
Rezolvare: Legea lui Newton, în proiecție pe direcția y a mişcării este: 


EE ETL kmv MR A kv-g. 
dt dt 


Fiind o ecuaţie neliniară omogenă, soluția sa este forma v(t) = vom (t)+ v part (t) - Vom (7) este 


f SE dv dv v dv t z 
soluția ecuației omogene i kv < kt < | = -k fat Vom =vopet!. O 
t v Vo V 0 


kt 


soluție particulară este evident v „= i „astfel că v(r)= voe ™ — A i 


Timpul ż* care se scurge până la oprirea corpului rezultă impunând condiția v(t*) = 0. Se 


obține 7 = SUTE =]n4. Legea spațiului în această mişcare se deduce prin integrarea 


Vok 


funcției v(t), adică: 
ei E -kt & _ Yo -kr 8 
s(t) = [vo di = f(v z) dt : ( e ) î Tr 


Inălțimea maximă la care ajunge corpul este spațiul parcurs în timpul t*¥, adică: 
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H nax = sk "= aa h — e254) 10 114 =40—20In4=12274m. 


05 0;5 
Observaţie: In absenţa frecării cu aerul legea de mişcare ar fi fost s(t) = vor — i 2 iar corpul 
2 2 
ar fi ajuns la înălţimea H „= La RL 0985 80m!! 
2g 20 


Răspuns corect: c). 


DP5. Dintr-o filmare video se observă că mingea şutată de un fotbalist a atins pământul după 
Ar = 3,5 s de la momentul lovirii ei, la o distanţă d = 38 m de locul din care a început mişcarea 
mingii prin aer (vezi figura 8.4). Ce viteză inițială a avut mingea şi sub ce unghi a a fost 
lovită aceasta? Se consideră g = 9,8 m/s? şi se neglijează frecarea cu aerul. 

a) vo=24,556m/s; a =30; b) vo=15,4 m/s; a = 45,338; 


c) vo=20,298m/ s; a = 57,66%; d) vo=31,882m/s; a = 28990. 


Figura 8.4 


Rezolvare: In absenţa frecării dintre minge şi aer, mişcarea acesteia este descrisă de ecuaţia 


> > > > eo ce 
ma=mg =a = g . Ecuațiile scalare ale mişcării, x =0, y =-—g , pot fi uşor integrate în 


„cascadă” pentru a obține 


x=C;, y=-8t+C, 
ŞI, apoi, 


2 
t 


Condiţiile inițiale ale mişcării, x(0) = y(0) = 0, x(0)= vo cosa, y(0)= vo sin a, dau pentru 


constantele de integrare valorile C-= C 4=0, C=vocosa şi C =vosin æ . Mingea se va 


mişca prin aer în conformitate cu legile 


: 1 
x(t) = vocosa-t, WD=vosina-r- zar. 


Deoarece „bătaia” mingii a fost d şi timpul „zborului” acesteia Az , se impun condiţiile: 
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x(Az)= d, y(Ar)=0. 


Sistemul obţinut, vo cosa -At = d, vo sin & - At — > g (At? =0, At #0, are soluția: 


2 2 2 
TR ||| ze EE Dianei altar) =1,006rad (57,66%), 
(0) 2 2d 


At 
Răspuns corect: c). 


DP6. Un corp prismatic de masă m este împins pe un plan înclinat aspru prin intermediul unei 


3 
forțe F (vezi figura 8.5 a). Dacă coeficientul de frecare la alunecare este „= - şi unghiul 
3 
3 
de înclinare al planului este f =30, sub ce unghi trebuie să acţioneze forţa F pentru ca 
acceleraţia mişcării corpului să fie maximă? 
a) 45°; b) 300; c) 25°; d) 35°. 


a) b) 
Figura 8.5 


Rezolvare: Eliberând corpul de legătura sa (planul înclinat cu frecare), asupra sa vor acționa 
=> =$ > o 
ca forţe: greutatea m g , forţa F , reacţiunea normală N şi forţa de frecare T (vezi figura 8.5 


> > > > > 
b) . Ecuația mişcării, ma =mg+ F+ N+T , se proiectează pe axele x şi y: 


x: ma=Fcosa-T-mgsinf |T =Fcosæ-mgsin p -ma 
y: 0=N+Fsina-mgcosf =>;N=mgcosp-Fsina > 
T=uN T = uN 


Fcosa -mg sin f -ma= ulm gcosf - Fsina)=> 


a = a(a)= Li + usin a)- g(sin 8 - ucosf). 
m 
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Acceleraţia corpului, gândită ca funcţie de variabilă a , va avea puncte de extrem dacă ecuaţia 


da și da F; . no l 
—=0 are soluții. Cum ——= —(- sin œ + ucosa) are soluția œ&=arctg u şi 
da da m 


ad (0)= A >0, a(z) x i <0, &=arctg u E este punct de maxim al funcției ala). 
m 


da m da 


Răspuns corect: b). 


DP7. Un corp sferic de masă m = 3 kg este ataşat prin intermediul unui cablu inextensibil de 
lungime OA = 1 = 4m de un arbore aflat în mişcare de rotație cu turația constantă n = 20 
rot/min (vezi figura 8.6a). Sub ce unghi se va aşeza cablul în timpul acestei mişcări? 


a) 0=56; b) 0=90; c) 0=62; d) 0=44. 


a) b) 
Figura 8.6 


Rezolvare: Corpul sferic se găseste în echilibru relativ faţă de un sistem solidar arborelui aflat 
în rotație. Condiţia de echilibru relativ se scrie în acest caz sub forma: 


> > > > 


mg+T+F=0, 


> > 
unde T este tensiunea din cablu iar F, forța complementară de transport (figura 8.6 b). 


> > > > 
Datorită rotației uniforme a arborelui, avem că F ,=-ma,=-ma f, unde a, este dirijat pe 
E S ý 2 i : 2an 
AB, de la A către B şi are modulul a,=ro“,cu r=lsinð si u= 7 


Proiectând ecuaţia de repaus relativ pe directia BA şi pe o direcție perpendiculară ei, deducem 
că Tsin0=F,„Tcos0=mg. Prima ecuaţie permite determinarea tensiunii din cablu, 


T sin = m.Isin 0-07 =mlo?. Din a doua ecuaţie se obţine poziția de echilibru relativ: 


ml? cos0= mg = arcco = = arccos cui -arccos 0258) -0978 rad. 
lo anl n -20 -4 


In grade, 0=56,05 ză Răspuns corect: a). 
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DP8. Un cărucior de masă M = 200 kg este menţinut pe un plan înclinat într-o poziţie în care 
atinge uşor un resort de constanta elastică k = 50 N/mm, aflat în stare nedeformată (vezi figura 
8.7 a). 

1. Dacă căruciorul este lăsat să se deplaseze foarte lent, ce distanţă va parcurge acesta până 
va ajunge în poziţia de echilibru? 

a) d = 24,56 mm; b) d = 11,92 mm; c) d = 19,62 mm; d) d = 35,18 mm. 

2. Dacă caruciorul este lăsat brusc să se deplaseze, care va fi acceleraţia sa după ce va parcurge 
distanta 4/2? 

a) a = 4,91 m/s3; b) a = 3,54 m/s?; c) a = 9,81 m/s; d) a = 2,45 m/s?. 

3. In condiţiile de mai sus, care va fi viteza căruciorului în momentul în care trece prin poziția 
de echilibru? 


a) 1,24 m/s; b) 0,31 m/s; c) 2,73 m/s; d) 5,89 m/s. 30° 


X 
E 
N 
T 
k Fel t=0 
309 > 
30° M g 
a) 


b) 
Figura 8.7 


Rezolvare: 1. Asupra caruciorului aflat în repaus relativ față de planul înclinat acționează 
> > 
propria greutate, M g „reacţiunea normală N şi forţa elastică exercitată de resortul deformat, 


> > > > > 
Fel. Ecuația de echilibru, M g+ N+ Fer = 0 , are ca proiecție în lungul planului relația: 


M gsin30° _200-9,81-0,5 


M gsin30 -F =0M gsin300 =k-d >d = a 


=19,62 mm. 


Răspuns corect: c). 
2. Lăsat liber, căruciorul se va deplasa, într-o primă fază, spre baza planului sub acţiunea 


componentei tangențiale a greutății M gsin300. Legea Newton, aplicată căruciorului, 


conduce la ecuaţia: 
atat) n0 K 
Ma=M gsin30 -kx < a= gsin30 i 


unde x(t) reprezintă deplasarea căruciorului față de poziția de start (vezi figura 8.7 b). Pentru 


d în sura i 1 50 19,62 
x= —, acceleraţia căruciorului va avea valoarea a =9,81.—-—. 
2 2 200 2 


=2,45m/s?. 
Răspuns corect: d). 
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3. Deoarece a = x, mişcarea căruciorului lăsat să se miste liber pe plan este una diferențială, 
liniară, de ordin secund: 


ini aia: 
M 


= v]= . = 
dt dx dt dx 


-e dx (a) d dv dx dv X 
= =—-vy, astfel că 


In loc să o integrăm, să observăm că x=— = 
dt dt\ dt 
ecuația de mai sus devine una cu variabile separabile, vdv = | sin 300 — w 3 dx. Prin 
integrare deducem că: 
k 
LA g xsin 300 2E d toni 
2 2M 


Pentru a obţine constanta de integrare C, impunem condiţia v(0) = O (pornire din stare de 
repaus) şi găsim că C = 0. In concluzie, viteza căruciorului depinde de poziţia sa conform 
legii 


i k 2 
v(x) = [2g xsin30 -— x? . 
(x) | È F 


Pentru x = d avem: 


1 50000 


=-=. (0.0196)° =0,31m/s 
2 200 


v(d)= 2edsinao -+g = [2981001962 
Răspuns corect: b). 


DP9. Corpurile A şi B, de mase ma = 8 kg şi ms = 6 kg, sunt legate printr-un sistem de scripeți 
şi cabluri de mase neglijabile (vezi figura 8.8 a). Atunci: 

1. Dacă va şi vg reprezinta vitezele celor două corpuri, relaţia existentă între ele este: 

a) vB = Va ; b) vg = 2va ; c) 8 vs = va ; d) vB =4VA. 

2. Notăm cu Ta şi Tg forțele de tensiune din cablurile legate de corpurile A şi B. Atunci: 

a) Ta = 4 Ts ; b) Ta = Tr ; c) Ta = 2 Ts ; d) 3 Ta = TB. 

3. Accelerația corpului A este egală cu: 

a) aa = 6,04 m/s?; b) aa = 1,51 m/s?; c) aa = 9,81 m/s?; d) aa = 3,67 m/s?. 


Rezolvare: 1. Scripetele din dreapta execută o mişcare de rotație în jurul centrului Oi. 
Cablurile fiind asimilabile unor fire ideale, putem afirma că vg = vp = vo (vezi figura 8.8 b). 


Scripetele central are o mişcare plan — paralelă cu CIR — ul în h, astfel că vo,= 2 0=V R. ÎN 
fine, scripetele din stânga are o mişcare plan — paralelă cu CIR-ul Is, deci vo, = 2 RÆVA- 


! l > 
In concluzie, v 4= u g - Răspuns corect: d). 
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a) b) 
Figura 8.8 


2. Intre tensiunile din cabluri există relațiile (vezi şi figura 8.8 b): 
T p=T -İr T=T -İr T =T -İr 
Ba aa ap A 


astfel că T g= iT a- Răspuns corect: a). 
3. Mişcarea corpurilor A şi B este descrisă de ecuațiile: 


Mgaäg=Mgg8-T g, m4aa=-Mm48+T 4. 
1 ; A za Si E ; 
Cum T p= a A ŞI a p=4a 4, adunând relațiile de mai sus găsim o ecuaţie în aa, cu soluția 


-98 =1,51m/s?. 


Răspuns corect: b). 
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8.2. Teste propuse 


DP10. Asupra unui corp de masă M = 6 kg acţionează trei forţe spaţiale, ale căror expresii 
analitice în cartezian sunt: 


> > > > > > > > > > > > 
F;=2i-5j+2k, Fo>-Ai+8 j+rk, F3>5i+2j-5k. 
Dacă forţele se măsoară în newtoni, care este modulul accelerației cu care se va mişca corpul? 


a) a = 2,44 m/s?; b) a = 1,03 m/s?; c) a = 5,17 m/s; d) a = 3,75 m/s2. 


DP11. O forță constantă care acţionează asupra unui corp de masă mi îi imprimă acestuia o 
acceleraţie ai. Aceiaşi forță acţionând asupra unui alt corp, de masă m», îi imprimă accelerația 
a» = 2aı. Dacă se lipesc cele două corpuri, ce acceleraţie va căpăta sistemul astfel obţinut sub 
acţiunea aceleiaşi forţe? 


5 1 2 
a) 3a;; b) yano adu) Zau 


DP12. Pe un şantier de construcții, o găleată cu nisip este ridicată pe verticală cu ajutorul unui 
cablu trecut peste un scripete fix. Dacă tensiunea din cablu este cu 50% mai mare decât 
greutatea găleţii, cu ce acceleraţie este ridicată găleata? Masa cablului se presupune 
neglijabilă. 

a) a = g; b) a = 0; c) a = 0,5 g; d) a = 0,25 g. 


DP13. O variantă a maşinii Atwood este prezentată în figura 8.9. Ea constă din două corpuri 
de mase mi şi m legate printr-un fir ideal, trecut peste un scripete fix fără frecare, de masă 
neglijabilă. Primul corp alunecă pe un plan neted, înclinat cu 40° față de orizontală iar cel de- 
al doilea corp se deplasează pe verticală fără să atingă peretele vertical. Dacă mı = 2 kg si m 
= 4 kg, determinaţi accelerația mişcării celor două corpuri. 


a) a = 1,546 m/3?; b) a = 2,781 m/s?; c) a = 0,933 m/s?; d) a = 9,81 m/s?. 
> F 
F, i 


| 
S af a] Qa 


40° H 


Figura 8.9 Figura 8.10 
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DP14. O cutie de masă m = 20 kg este împinsă pe un sol uşor aspru ( u = 0,1) prin intermediul 


> > 

forțelor Fi şi F2 (vezi figura 8.10). Dacă F}=25N, F=15N,œ;=35? şi @,=42, 
determinaţi accelerația cu care se deplasează cutia. 

a) a = 0,57 m/s?; b) a = 2,25 m/s?; c) a = 1,68 m/s?; d) a = 5,12 m/s?. 


DP15. Pe o suprafață aspră orizontală se afla în repaus două corpuri de mase mi = 2 kg şi m 
= 3 kg. Corpurile sunt conectate între ele prin intermediul unui resort elastic aflat în stare 
nedeformată iar coeficientul de frecare la alunecare între corpuri şi suprafaţa de reazem este 
4 =0,25(vezi figura 8.11). Cu ce forță orizontală minima trebuie acţionat asupra primului 


corp astfel ca acesta, prin intermediul resortului, să îl scoată din starea de repaus pe cel de-al 
doilea? Se ia g =10m/s?. 
a) Fain = 18 N; b) Fain = 24,8 N; c) Fain = 31,6 N; d) Fain = 12,5 N. 


II 


Figura 8.11 Figura 8.12 


DP16. La un concurs de motociclete traseul trece peste un deal pentru care raza de curbură la 
vârf este p=30m(vezi figura 8.12). Care este viteza maximă pe care ar trebui să o aibă 


motocicletele în vârf pentru ca ele să rămână în contact cu dealul? Se consideră g =98 m/s 4 
a) 42,93 m/s; b) 34,75 m/s; c) 17,15 m/s; d) 28,97 m/s. 


DP17. Un corp paralelipipedic de masă m = 50 kg alunecă pe un plan înclinat cu 20° față de 
orizontală. Mişcarea începe din repaus. Pentru a micşora frecarea, între corp şi plan se găseşte 
un film subţire de ulei, astfel încât forţa de frecare este de tipul R= k:v , unde v este viteza (în 
m/s) corpului în mişcarea sa pe plan iar k = 7,5 kg/s. Presupunând planul infinit de lung, care 
este viteza limită atinsă de corp? 

a) 23, 34 m/s; b) 17,85 m/s; c) 38,11 m/s; d) 58,42 m/s. 


DP18. Cu ce acceleraţie minimă trebuie să se deplasese căruciorul din figura 8.13 pentru ca 
corpul A, alăturat căruciorului, să nu cadă? Coeficientul de frecare între corp şi cărucior este 
4 iar frecarea dintre cărucior şi calea de rulare este neglijabilă. 


g 
a) a min= U8 ; b) amin=8g; €) ami > Ò) a min" 8N H - 
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SIL 


u 


Figura 8.13 Figura 8.14 


DP19. O cutie este împinsă pe o suprafață orizontală, coeficientul de frecare la alunecare fiind 
L . In interiorul cutiei, pe faţa superioară, este prins un pendul matematic (vezi figura 8.14). 


Dacă cutia este împinsă cu forţa F; = P, atunci ea se va deplasa cu viteză constantă. In ipoteza 
că aceiaşi cutie este împinsă cu forța F> = 3P, atunci ea se va deplasa uniform accelerat iar 
pendulul va forma cu verticala unghiul a . Relaţia dintre coeficientul de frecare şi unghiul a 
este: 


1 
a) u=tg a; b) p= ER) u=3tg a; d) u=a. 


DP20. Un tractoraş de cărat bagaje are masa de 800 kg şi este utilizat pentru a trage două 
vagonete cu bagaje, fiecare având o masă de 300 kg (vezi figura 8.15). Forţa de tractiune 
dezvoltată de motorul tractoraşului este F = 480 N. Fie a; acceleraţia cu care se mişcă sistemul 
celor trei corpuri Şi az acceleraţia mişcării în ipoteza în care cuplajul din C cedează brusc şi 
ultimul vagonet se desprinde de rest. Orice frecare se consideră neglijabilă. Atunci raportul 
a2/ a: are valoarea: 

a) 1,27; b) 0,76; c) 2,61; d) 1,54. 


u 
Figura 8.15 Figura 8.16 


DP21. Pe o suprafață orizontală aspră sunt aşezate unul peste celălalt două corpuri de mase 
egale, ma = ms = m (vezi figura 8.16). Corpul B este legat printr-un fir inextensibil bine întins 
de un perete vertical. De corpul A se trage cu o forţă constantă F. Dacă coeficientul de frecare 
la alunecare între oricare două suprafeţe aflate în contact este 4, care va fi accelerația în 
mişcarea corpului A? 


F F F F 
aea pi VM dap UES) mam Poe) U R 
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DP22. Un corp mic şi greu cade pe verticală de la înălţimea H = 18 m din stare de repaus 
(vezi figura 8.17). Forţa de frecare cu aerul reprezintă 10% din greutatea corpului. Acceleraţia 
gravitaţională se poate aproxima la valoarea g =10 m/s ? Atunci: 

1. Acceleraţia mişcării este constantă şi are valoarea: 

a) a=8mls?;b) a=11m/s?; c) a=9ml/s2; d) a=99m/s?. 

2. Viteza pe care o are corpul atunci când el a străbătut jumătate din distanța H este de: 

a) 6 m/s; b) 12 m/s; c) 8 m/s; d) 9 m/s. 

3. Timpul după care corpul loveşte solul este de: 

a) 1 s; b) 2 s; c) 3 s; d) 4 s. 


A 
PÀ 
2 
G 
45° 
(0) 
Figura 8.17 Figura 8.18 


DP23. Un corp paralelipipedic, de masă m = 50 kg, este menținut în echilibru pe un plan 
înclinat cu 45° faţă de orizontală (vezi figura 8.18). Coeficientul de frecare la alunecare dintre 


corp şi plan este „=0,5. Acceleraţia gravitaţională se poate aproxima la valoarea g =10 m/s 3 
Atunci: 


z 
1. Presupunând că corpul este menținut în echilibru prin intermediul unei forțe F paralele cu 


planul înclinat (altfel el va aluneca spre baza planului), mărimea acestei forțe este de: 
a) F=12542 N; b) F=20042 N; c) F =5042 N; d) F =180 N. 


ai 
2. După încetarea acţiunii forţei F , corpul alunecă spre baza planului. Ce distanţă d ar trebui 


să alunece (frecarea se menţine) pentru a atinge viteza de 12 m/s? 
a) d = 16,45 m; b) 34,72 m; c) 20,36 m; d) 45, 15 m. 

3. In cât timp ar strabate distanţa d? 

a) 5,1 s; b) 6,5 s; c) 2,8 s; d) 3,4 s. 


DP24. De pe un deal de înălţime h = 100 m este lansat un proiectil cu viteza Vo = 800 m/s, 
sub un unghi față de orizontală de 30° (vezi figura 8.19). Considerând accelerația 


gravitațională g =10 m/s $ şi neglijând frecarea cu aerul, se cere: 


1. Proiecția vitezei proiectilului pe Ox este: 
a) dependentă de timp; 
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b) constantă şi egală cu 400 m/s; 

c) constantă şi egală cu 4004/3 m/s; 

d) constantă şi egală cu 40042 m/s. 

2. Timpul (în secunde) după care proiectilul loveşte solul este de: 

a) 1=40-18yJ5;b) 1=40+18y5 ; c) 1=50-16V5; d) 1=50+16y5. 


3. Distanţa d pe orizontală dintre punctul de lansare şi punctul de contact cu solul este de: 
a) 55,6 km; b) 960 m; c) 21,7 km; d) 3,8 km. 


V = 800m/s 


Figura 8.19 Figura 8.20 


DP25. Pe un plan orizontal se află în repaus un corp de masă m = 2 kg. El este pus în mişcare 


de forța F = 15 N, care acționează sub unghiul a =30 (vezi figura 8.20). Intre corp şi plan 
există frecare la alunecare, de coeficient „/=0,2. Accelerația gravitațională se poate aproxima 


la valoarea g =10m/s ? Atunci: 

1. Mărimea reacţiunii normale pe plan în timpul mişcării este de: 
a) 15 N; b) 12,5 N; c) 20 N; d) 17,5 N. 

2. Accelerația constantă a mişcării este de: 

a) 2 m/s*; b) 7,45 m/s°; c) 6,12 m/s*; d) 5,25 m/s. 

3. Viteza corpului după parcurgerea distanței d = 2 m este de: 

a) 4,58 m/s; b) 6,45 m/s; c) 5,75 m/s; d) 3,96 m/s. 
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9. Momente de inerție mecanice 


9.1. Teste rezolvate 


MII. Un corp este confecționat din două bucăţi de sârmă groasă de densități p,= kg /m, 


respectiv p„=0,5kg/m (vezi figura 9.1a). Dimensiunile sunt date în centimetri. Atunci: 


1. Masa întregului corp este egală cu: 

a) 1,123 kg; b) 0,885 kg; c) 4, 125 kg; d) 0,718 kg. 

2. Momentul de inerție al întregului corp faţă de axa Ox este: 
a) J = 0,0197kg-m?; b) J .=0,0135kg-m?; c) J ,=0,0188kg-m?; d) J =0,1358kg-m? 
3. Momentul de inerție al întregului corp faţă de axa Oy este: 
a) J =0,0542kg -m° ; b) J =0,0195kg:m”; c) J „=0,0266kg -m° ; d) J „= 0,0133kg-m” 
4. Momentul centrifugal față de perechea de axe Ox şi Oy are valoarea: 
a) J „=0,0089kg -m?°; b) J „=0,0125kg:m°; c) J „=0,0046kg -m° ; 
d) J „=0,0281kg m°. 


— 


— 


C (10,10), (29,10) 


y Pi y 
Pa Y2c 
O x O X 
a) b) 
Figura 9.1 
Rezolvare: 


1. Lungimile celor două bucăți sunt: L,=27R=27:10= 62,832cm=0,628m ; 
L,=18cm=0,18m. 

Maselor lor sunt egale cu: m= pı Li= kg /m-0,628m=0,628kg ; 
m= p> L=0,5kg /m-0,18 m=0,090kg , 


astfel că masa totală va fi: M = m,+ m»=0,628+0.09=0,718 kg . Răspuns corect: d). 
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_3mR? __3-0,628-0,1? 


mR? 


2. J =J „r+ Jx 2» Unde: J= +m,R? 5 : =0,0188kg-m?; 
J 23 0+ m>R2=0,09-0,12 = 0,0009kg -m?. 
Deducem că J „=0,0188+0,0009=0,0197 kg -m?. Răspuns corect: a). 
3. J =J pata unde: 
2 2 2 
Bae mR Eme E __3-0,628-0,1 =0,0188kg -m?; 
i 2 2 2 
mL5 La, 2_0.09-0,18° 5 2 
J 35 + ma2R+ A = E +0.09. (0,2 + 0,097 =0,0078kg -m° . 


Deci: J „=0,0188+ 0,0078= 0,0266 kg -m 2. Răspuns corect: c). 


4. J =J +J unde: 


xy Xy, xy,2? 


J „y 1=0+my R- R =0,628-0,1°=0,0063kg -m° ; 


J =0+my R-(2R++2)=0.09:0.1:0,29=0,0026kg -m?. 


xy, 2 


Rezultă că J „y= 0,0063+0,0026= 0,0089 kg - m? . Răspuns corect: a). 


MI2. Se consideră placa plană omogenă din figura 9.2 a pentru care se cunoaşte masa M= 20 
kg. Dimensiunile pe figura sunt date în cm. Atunci: 


1. Densitatea materialului din care a fost confecţionată placa este: 

a) p=14231kg/m?;b) p=8,442kg/m°; c) p=19,155kg/m?; d) p =24,662kg Im”. 
2. Momentul de inerție al plăcii faţă de axa Ox este: 

a) J, =10,0541kg-m?; b) J, =9,2496kg -m° ; c) J, =2,1833kg-m?; 


d) J, =13,5659kg-m?. 
3. Momentul de inerție al plăcii față de axa Oy este: 
a) J, =9,7006kg m°; b) J, =5,1922kg -m° ; c) J, =12,2335kg -m° ; 


d) J, =7,5568kg -m° 

4. Momentul centrifugal J,, are valoarea: 

a) Jey =8,0433kg -m° ; b) Jy =6,3228kg m°; c) J yy =—4,5336kg -m° ; 
d) J y =7,5667kg:m? . 
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y C,(60,60), C„(32,61), cf) 


a) b) 
Figura 9.2 


Rezolvare: 1. Placa se poate gândi ca fiind alcătuită dintr-un disc 1 (plin) de rază R = 60 cm, 
din care se scot plăcile dreptunghiulara 2 (20 cm pe 46 cm), respectiv triunghiulară 3 (38 cm 
pe 14 cm). Ariile celor trei părți sunt egale cu: 


A, = 1 R°= 1:602, A= 20-46, Ap, 


astfel încât aria efectivă a plăcii este: 
A= Aj A A3>10124cm? =1,0124m?. 
Densitatea materialului plăcii omogene este: 


M__20_ 4519,755kg/m? 


iar masele celor trei plăci: 


m = pA;=19.755- z -0.6 =22,3424kg 
m = pA=19.755-0.2-0.46=1,8175kg 


m = pA3> 19.755. menit = 0,5255kg . 


Răspuns corect: c). 
2. J} =Ji x —J2x— J3 x, unde (vezi şi figura 9.2b): 


m R? 0.62 
= ai my = Stoe + 22,3424- 0,6” =10,0541kg-m”; 
2 2 
TE me mac OAE 4148175-06P =0,7083kg -m?; 
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2 2 z 
md 2 OSME osas 120) =0,0962kg -m° . 


3 
= ———— + m = 
3,x 18 3Y 3C 18 
S-au folosit notațiile a = 20 cm, b = 32+14=46 cm, e = 38 cm şi d = 14 cm. Rezultă: 
Ja = Ji x J2x— J3 =10,0541- 0,7083- 0,0962=9,2496kg - m? 
Răspuns corect: b). 


3. Jy =Jiy -Jz y — J3 y, unde 


mR? 2 _223424-0,6? 


Hane NE + 22,3424-0,6° =10,0541kg -m ; 
ma’ 2 _1,8175-0,2? j 3 
Jay > Et made 11817503 =0,1922kg m”; 
2 2 2 
255. 164 
Joy = E si a 09 9-0 E a =0,1613kg-m?. 
18 18 300 


In concluzie: 
Jy =Jiy— Jay — J3,y =10,0541-0,1922-—0,1613=9,7006kg - m’. 
Răspuns corect: a). 


4. Jy =a Jixy = acuza unde 
Ji xy =0+ misc ic= 2243424-0,6-0,6 = 8,0433kg -m° ; 


J2 xy =0+m3X2cY2C= 1,8175. 0,32 -0,61= 0,3548kg -m2 i 


mcd 0,5255. 0,38-0,14 


164 128 
+ maX3cY3c=— i 


+ 0,5255. ——. 2 =0,1218kg-m?. 
36 300 300 


J 3, xy 7 
Deci: 
Jay = Iu ~ J2 xy — J3, xy = 80433- 0,3548- 0,1218= 7,5667 kg - m?. 
Răspuns corect: d). 


MI3. O roată de căruţă simplificată constă dintr-un inel de masă M = 10 kg şi patru spiţe de 
lemn dur, fiecare având masa m = 2 kg (vezi figura 9.3). Care este valoarea momentului de 
inerție în raport cu o axă A perpendiculară pe planul roții şi care conţine punctul A. 


a) J 4=5,82kg-m?;b) J a=7,67kg-m?°; c) J ,=912kg-m° ; d) J A=294kg-m?. 
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Figura 9.3 


Rezolvare: Vom determina, pentru început, momentul de inerție faţă de axa perpendiculară 
pe planul roții, Ac, dusă prin centrul de masă C al rotii (care coincide cu centrul său 


geometric). Vom considera în locul celor patru spiţe doar două, reunindu-le ca şi corp 1 pe 
cele două orizontale, respectiv ca şi corp 2 pe cele verticale. In fine, inelul exterior a fi ales 


ca şi corp 3. 
Avem că: 
Ja SJitdotla, 
2m)-D? 41° 
unde DRE SR m): D? = =0,33kg-m? şi J= M R°=10-0,5°=2,5 kg-m?. Deci, 


12 
J Ac 317 kg-m?. Formula lui Steiner pentru dreptele paralele A şi Ac permite 


determinarea momentului de inerție căutat: 
J aa *(M +4m)- R°=3,17+18-0,5°=7,67kg-m°. 


Răspuns corect: b). 


a) b) c) 
Figura 9.4 
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MI4. Dintr-o bucată de tablă omogenă de densitate p = 20 kg /m 2 se decupează placa plană 


din figura 9.4 a. Atunci momentul de inerție axial Jx şi momentul centrifugal J au valorile: 
a) J, =0,763kg-cm°, J „=3,185kg-cm?; b) J, =1,562kg-cm?, J „= 1666kg:cm”; 


c) J, =0,9524kg -cm?, J „=1,666kg -cm?; d) J, =0,9524kg cm”, J „=2,117kg-cm?. 


Rezolvare: Conform definiției, J „= ies y2dm şi J = Îl y dm. 


Pentru a determina momentul de inerție J . împărțim placa în benzi subțiri ca în figura 9.4 b. 
Observând că dm= pdA = p(10-—x)dy şi că lui x = 10 îi corespunde y = 10, putem continua 


după cum urmează: 


2410 IA 


10 
VIN yho- Oy)ay= pf" (092-410 y5/2 ay = p 10y" se 


3 (0) 


4 4 
-2046 [15 = = Jer =0,9524kg -cm?. 


Pentru calculul momentului centrifugal J „,, forma elementului infinitezimal este diferită în 


xy? 


sensul că se consideră un dreptunghi de laturi dx şi dy (vezi figura 9.4 c). Avem succesiv: 


i -off ae FIN i T oae pf” {i "" ydy]ax= 


y=x?/10 


10 2 
=p P 


10 Ea kg ie 5 
te dx=p], dx = 20-58 -833cm %= 1,666kg -cm?. 


200 m 


y=0 
Răspuns corect: c). 


9.2. Teste propuse 


MI5. Masa unui disc omogen de rază R este M. Fie J ç momentul de inerție în raport cu 
centrul de masă C şi A un punct situat la periferia discului (vezi figura 9.5). Ce relaţie există 
între momentul de inerție al discului faţă de punctul A şi J ç ? 


a) J a<Jc;b) J a=Jc;0) J 4=2J c;d) J a=3J c. 


MI6. O placă plană este delimitată de curbele de ecuatie y = x 5 ŞI y = 3x,cux ŞI y exprimaţi 
în metri (vezi figura 9.6). Dacă densitatea materialului plăcii este p =10 kg/m ? care este 


valoarea momentului centrifugal J „y? 
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a) J u=75kg-m?;b) J „=1113kg-m?°;c) J „=5,35kg-m?”; d) J „=9,64kg m’. 
y XY xy XY 


y yer” 


Figura 9.5 Figura 9.6 


MI7. Se consideră placa omogenă din figura 9.7. Densitatea materialului din care este 


confecționată este p = [1 kg / dm ? iara = 1 dm. Atunci: 


1. Masa plăcii este egală cu: 

a) 6 kg; b) 9 kg; c) 12 kg; d) 10 kg; 

2. Momentul de inerție al întregului corp față de axa Ox, J,, este: 
a) 19 kg - dm? ; b) 18kg -dm?; c) 1kg -dm?; d) 12 kg-dm?; 


3. Momentul de inerție al întregului corp faţă de axa Oy, J,, este: 


y? 


a) 29 kg -dm?; b) 35 kg -dm? ; c) 60 kg - dm? ; d) 47 kg -dm?; 


4. Momentul centrifugal față de perechea de axe Ox şi Oy, J ,, are valoarea: 


xy? 


a) 20 kg -dm?; b) 14,25 kg - dm? ; c) 16,5 kg - dm? ; d) 18,75 kg - dm°.. 


y 


3a 


Figura 9.7 Figura 9.8 


MI8. Dintr-o foaie de tablă groasă şi omogenă se confecționează piesa din figura 9.8. Masa 
sa este M = 36 kg iar a = 20 cm. Atunci: 
1. Aria plăcii este egală cu: 
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a) 0,64m”; b) 0,88m? ; c) 0,72 m 2; d) 104m?; 

2. Densitatea materialului este egală cu: 

a) 60kg /m?; b) 80kg/m?;c) 50kg/m?; d) 25kg/m?°; 

3. Momentul de inerție J, al piesei are valoarea: 

a) 10,2 ke-m? ; b) 6,4kg-m?; c) 8,7 ke-m’? ; d) 11,5 kg-m°. 


4. Momentul centrifugal J, este egal cu: 


a) 5,28 kg -m° ; b) 6,14kg -m° ; c) 0,28kg -m° ; d) 4,45 kg m°. 


MI9. Corpul omogen din figura 9.9 s-a obținut prin îndepărtarea unui disc de rază r = 20 cm 
dintr-un disc de rază R = 30 cm. Masa corpului este M = 6 kg. Atunci: 
1. Densitatea materialului din care a fost obținut corpul este egală cu: 


a) p=38197kg/m?;b) p=32,543kg/m?; p=46025kg/m?; 

d) p=28225kg/m?; 

2. Momentul de inerție în raport cu centrul de masă C este: 

J c=0,28kg-m?;b) J c=Ll4kg-m?;c) J c=045kg-m?; d) J c=0,39kg-m?; 


3. Momentul centrifugal J ,, este egal cu: 


a 


w 


0,2 kg -m?; b) 0,32 kg-m?; c) 0; d) 0,14 kg m? ; 
4. Momentul de inerție al întregului corp față de axa Oy, J 


a 


w 


y» este: 


a) 0,735kg -m° ; b) 0,625kg -m° ; c) 1,075kg m°; d) 0,435kg-m?. 


Figura 9.9 Figura 9.10 


MI10. Pentru a obține corpul din figura 9.10, dintr-o placă omogenă dreptunghiulară s-a 
îndepărtat o bucată de aceiaşi formă. Se mai ştie că a = 10 cm şi că densitatea materialului 


plăcii este p = 2 kg/m 2. Atunci: 


1. Masa M a corpului este de: 
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a) 0,72 kg; b) 0,56 kg; c) 1 kg; d) 1,48 kg. 

2. Intre momentele de inerție polare fată de centrul de masă C şi punctul O există relaţia: 
a) Jc =Jo:;b) Jc>Jo:;0) Jc <Jo:; d) Jc =2J0; 

3. Momentul de inerție J, al plăcii are valoarea: 


a) 0,0603kg -m?; b) 0,1254kg-m?; c) 0,0837 kg -m?; d) 0,0450kg-m?; 


4. Momentul centrifugal J, este egal cu: 


xy 


a) 0,0625kg -m° ; b) 0; c) 0,0456kg -m° ; d) 0,0774kg-m?. 


MI11. Dintr-o sârmă groasă şi omogenă se confecționează corpul din figura 9.11. Razele 
celor două cercuri sunt R = 40 cm şi r = 24 cm iar densitatea liniară a materialului este 
p=l1kg/m . Atunci: 


1. Lungimea sârmei din care a fost realizat corpul este egală cu: 

a) 3,56 m; b) 2,985 m; c) 4,732 m; d) 4,021 m. 

2. Intre masele M şi m ale celor două bucăţi de sârmă în formă de cerc există relația: 
a) M =Žm;b) M =2m; c) M = mid M = îmi 


3. Momentul de inerție al întregului corp faţă de axa Oy, J,, este: 


y bd 
a) 1,66kg -m° ; b) 2,2632kg -m?; c) 0,6032kg-m?; d) 0,7425kg -m° . 

4. Momentul de inerție față de punctul A de tangenţă al celor două cercuri este: 
a) 0,893kg -m° ; b) 0,978kg -m° ; c) 1,193 kg -m° ; d) 0,765 kg -m° . 


Figura 9.11 Figura 9.12 


MII12. Dintr-o bară subțire de oțel se realizează corpul din figura 9.12. Densitatea liniară a 
materialului este p=0,5 kg/m iar a = 12 cm. Atunci: 


1. Masa totală a corpului este: 


a) M = 0,36 kg; b) M = 0,18 kg; c) M = 0,24 kg; d) M = 0,52 kg. 
2. Momentul de inerție J, al corpului are valoarea: 
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a) 20,495kg-cm?; b) 2896 kg -cm° ; c) 25,92 kg cm? ; d) 30,18 kg -cm?. 

3. Momentul centrifugal J, este egal cu: 

a) 1698kg-cm?;b) —5184kg-cm?; c) 0; d) —32,45kg-cm?; 

4. Momentul polar al porțiunii orizontale (de lungime 3a) faţă de punctul O este egal cu: 
a) 77,16kg-cm?; b) 56,92 kg -cm? ; c) 18,68 kg -cm? ; d) 44,55 kg -cm?. 


MI13. Corpul în formă de T din figura 9.13 are masa totală M = 7 kg iar a = 0,2 m. Atunci: 
1. Masele celor două părți, 1 şi 2, sunt respectiv: 

a) m> 5kg, m= 2kg ; b) m;= 4,5kg, m,=2,5kg ; c) mi=4kg, m,=3kg , 

d) m;=4,75kg, m,=2,25kg ; 

2. Momentul de inerție J, al corpului are valoarea: 

10,695 kg-m?;b) 11,093kg-m?; c) 12,479 kg -m? ; d) 9,678kg -m° ; 


3. Momentul centrifugal J, este egal cu: 


a 


— 


48 ke-m?;b) 6lke-:m?;c) 2,9 ke-m? ; d) 5,5 kg-m?; 
4. Momentul de inerție față de punctul A are valoarea: 
a) 11,098kg -m° ; b) 9125kg-m?; c) 13,224kg -m?; d) 11,453 kg -m?. 


a 


— 


y 3a 3a y 
În e în Ia 
2 
1 8a 
O A X 
Figura 9.13 Figura 9.14 


MI14. Corpul din figura 9.14 este obținut prin sudarea a două bucăți de sârmă groasă de 
densități liniare p;\=1 kg/m , respectiv p= 0,6 kg/m . Dacă a = 30 cm, atunci: 


1. Intre masele celor două părți există relația: 
a) M; 5=M,;b M<M,3;c) MM; d) MiM =3kg; 


2. Momentul de inerție J, al corpului are valoarea: 
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a) 0,0985kg -m?; b) 1,105kg-m?; c) 1,0783kg -m° ; d) 0,8932kg -m° ; 

3. Momentul centrifugal J, este egal cu: 

a) 0; b) 0,1054kg -m° ; c) 0,7125kg -m° ; d) 0,4312kg-m?. 

4. Momentul de inerție față de punctul A de contact între cele două părți are valoarea: 
a) 1,6286kg-m?;b) 2,1146kg -m? ; c) 0,486kg -m?; d) 3,105kg-m?. 


MI15. O placă omogenă de masă M are forma unui hexagon regulat de latură l (vezi figura 
9.15). Care este valoarea momentului de inerție față de centrul O? 


7 2 5 2 1 2 2 
Jo =— MI":;b) Jo =— MI"; 0) Jo =— MI"; d) Jo =6M1°. 
a) Jo =; ) Jo =13 Spa ) Jo 


hr 0.8 m = 0.5 m — D 


M —r 
L 
A 0 B 
l = i 
G 
Figura 9.15 Figura 9.16 


MI16. Corpul din figura 9.16 a rezultat din sudarea unui disc de rază 0,2 m şi masă 6 kg, a 
barei AB de lungime 1,3 m şi masă 2,6 kg şi a barei CD de lungime L = 0,75 m şi masă 1,5 
kg. Corpurile fiind presupuse omogene, determinaţi momentul de inerție în raport cu 
articulaţia O. 


a) Jo =5kg:m?:;b) Jo =6kg:m2:c) Jo =T7kg-m2:d) Jo =8kg:m?. 
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10. Teoremele generale ale dinamicii 
10.1. Teste rezolvate 


TG1. Corpul omogen din figura 10.1 este format din inelul de raze r şi R si înălțime 1.5R şi 
din conul plin de rază R şi înălțime R. Densitatea materialului din care este confecţionat corpul 
este p. Stiind că corpul se roteşte cu viteza unghiulară constantă œ faţă de axa (A), să se 


determine impulsul sau. 
11 
a) 1 -aphro| Rar? w H apăra T R37); 


1-2 53 ll 2 73 
H =2pRrø| —-R^->r^ |; d) H=3phro|—R +—r-|. 
o H=2pRrofZR-3r?);d H=3pRro( TRT?) 


Figura 10.1 


> > 
Rezolvare: Impulsul corpului se determină cu relația H =M vç. Centrul de masă C se 


găseşte pe axa de simetrie a corpului, aflată la distanța r de axa de rotație. Deoarece centrul 
de masă execută o mişcare circulară, viteza sa va fi: 


Vc=ro. 


Masa întregului corp este egală cu M = pV , unde V este volumul sau. El este alcătuit din 
volumul inelului, V1, şi cel al conului, V2. Dar: 


2 
R?-R 
V =zR?1.5R-ar>1.5R, V= T 


astfel că 


2 
V=vevæarise-is ac) 
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In consecinţă: 


11 
H =rpRro Loari g i 
6 2 


Răspuns corect: q). 


TG2. Care este forţa medie de presiune la umărul puşcasului la efectuarea unor împuşcături 
din pistolul automat, dacă masa glontelui este de 10 g, viteza lui de 300 m/s şi au loc 300 
împuşcături pe minut? 


a) 12 N; b) 15N; c) 8N; d) 21N. 


Rezolvare: In formă finită, teorema impulsului se scrie ca: 


— 
AH ©? > 2 SA pi 
AH Seat -| Peer mas = SP. ae 


Teorema se aplică în intervalul de timp (foarte scurt) scurs între momentele în care glontele 
era în repaus şi cel în care el este pus în mişcare (prin apăsarea trăgaciului). Deci: 
> > > > 


Av =vo—vi=v2, v=300m/s 


Suma forţelor exterioare se reduce la forţa ce acționează asupra glontelui. Conform 
principiului acţiunii şi reacţiunii, această forța este egală şi direct opusă celei care acţionează 
asupra pistolului automat (deci şi asupra umărului puşcasului). 
At este timpul în care se efectuează o împuşcătură: 

60s 

At = — =0.2 s 

300 

Proiectând ecuația vectorială pe direcția armei, rezulta că: 


001kg :300m/s = F -0.255 F = ISN. 


Răspuns corect: b). 


TG3. O navă aflată în repaus explodează şi se rupe în trei părți. Două dintre ele, având masa 
egală, se depărtează una de cealaltă pe direcții perpendiculare cu aceiaşi viteză v = 30 m/s 
(vezi figura 10.2). A treia parte are o masă de trei ori mai mare decât a fiecăreia din cele două 
părți. Cu ce viteză şi în ce direcție se va deplasa a treia parte ? 


a) vz =10V2 m/s, 0=225; b) v3 =20m/s, 0=215%; 
c) va =15m/s, 0=225; d) va =10m/s, 0=235. 
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v2=30m/s 


vı=30 m/s 


Figura 10.2 


Rezolvare: Neglijând frecarea cu aerul şi observând că forțele interne nu schimbă mişcarea 


> 
> 


i . i . dH id sii ep a y 
centrului de masă, teorema impulsului, Fa 3r eu = 0 „ne asigură că impulsul se conservă 
; 


(acelaşi vector înainte şi după explozie). Dar inițial nava se afla în repaus, deci impulsul era 


e 
nul. Notând prin v ;,i=1,3 vitezele celor trei părți şi observând că m,= m,=m3/3, în proiecție 


pe axele Ox şi Oy avem că 


v 
H =M; Vit mo Vay M3 V3; = Mv; + 3M v3 =0 => va z —10m/s 


V 
H „=m; viy tM Vy + M3V3y= Mov o ÎMV 3y (0) ?V3y = = —10m/ s. 
=> . . . = . . 
Viteza v3are componentele pe Ox şi Oy egale, astfel că unghiul dintre v3 şi sensul pozitiv 


al axei Ox este 0=1800 +45? =225 iar modulul său este Va = 10/2 mls. 


Răspuns corect: a). 


TG4. Un punct material de masă m = 200 g se mişcă în raport cu reperul cartezian Oxyz astfel 
încât la un moment dat vectorul său de pozitie şi viteza sa au expresiile analitice: 


H =4 A +3 k (m), H = id j-2 k (m/s). 
Modulul momentului cinetic în raport cu punctul O este de: 
a) K 0=1024kg:m?/s;b) K 0=6,38kg-m?/s;c) K 0=4,16kg:m?/s; 
d) K o= 317 kg-m?s. 


Rezolvare: Conform definiției: 
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> > > 
i j k 
> > > > > >> > > 25 
Ko=rxH=rxmv =n rx» 02-a -5 3|=-—0,4i+2,2 j+4,2k. 
1 4 -2 


Găsim că Ko = Va 0,4 y + 222 + 4,2? =4,76kg:m 2/ş,, Răspuns corect: c). 


TG5. Un troliu, aflat în mişcare de rotaţie faţă de axa de simetrie orizontală, este caracterizat 
prin masa M = 200 kg, razele Rı = 0,3 m şi R> = 0,6 m şi momentul de inerție faţă de axa de 
simetrie J = 32kg-m?. Pe cilindru mic este înfăşurat un fir ideal de care este atârnat, la 
capătul liber, un corp de masă m = 100 kg (vezi figura 10.3 a). Pentru a frâna coborarea acestui 
corp, pe celălalt cilindru este înfăşurat un al doilea fir, prins de un perete fix prin intermediul 
unui resort elastic de constantă k = 2 N/mm. Sistemul începe să se mişte din stare de repaus, 


cu resortul în stare nedeformată. Care este acceleraţia unghiulară a troliului după ce el s-a rotit 
cu 10%? 


a) e =628rad/s2;b) e=41lrad/s2; Cc) e=98lrad/s2; d) e=0,75rad/s 2. 


0, @, € Fel 


-T zd 

m g 

a) b) c) 
Figura 10.3 


Rezolvare: Fie 8 unghiul de rotație al troliului față de momentul zero al mişcării (măsurat în 
sensul în care corpul de masă m coboară). Viteza şi acceleratia unghiulară sunt date de relațiile 


o =0 şi e = 8. Considerând troliul izolat (vezi figura 10.3 b), teorema momentului cinetic 
în raport cu axa de simetrie conduce la ecuaţia: 
Je=T-Ry-Fu -R3, 


unde T este tensiunea din firul vertical iar F =k-Al=k-R,0 este forța elastică 


= A 


„dezvoltată” în resortul care se extinde. Prin înlocuire, obtinem ecuaţia diferențială: 
JO+KkR30=TR,. 
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cu necunoscutele 6 şi T. Aplicând corpului de masă m, izolat de restul sistemului (vezi figura 
10.3 c), teorema mişcării centrului de masă deducem şi ecuaţia m y=mg-T, unde 
y= R,6 este deplasarea sa pe verticală (faţă de poziţia iniţială). Deci, mR; 0=me-T. 


Eliminând tensiunea T din cablu, obținem ecuația diferențială liniară în 8: 


(+ mR2)0+ x: R20=meR.. 


Mişcarea celor două corpuri va fi o mişcare oscilatorie, de o parte şi de alta a poziţiei de 
echilibru static. Accelerația unghiulară este funcție de deplasarea unghiulară a troliului 
conform relaţiei: 


Pentru 0 =10 = 7/1 8rad, obţinem: 


pa 100-9.81-043 —2000-0,62 -7/18 
32+100.0,3? 


= 41 lrad/s?. 
Răspuns corect: b). 


TG6. Un om având masa de M = 75 kg se găseşte în centrul unei platforme rotative de rază 
R = 3 m şi moment de inerție 920kg-m?. Platforma se roteşte (fără frecare) cu viteza 
unghiulară constantă de 2 rad/s. La un moment dat omul începe să se deplasese spre periferia 
platformei de-a lungul unei raze. Care este viteza unghiulară a platformei atunci când omul 
ajunge pe circumferință? Se va presupune că omul este foarte subțire (toata masa sa este 
concentrată pe o verticală). 

a) O plat 2442rad s; b) o 


d) & piu= L380rad/ s. 


=1,868rad/ s; c) o „„=0,981rad/ 8s; 


plat plat 


Rezolvare: Singurele forțe care acționează asupra sistemului platformă — om sunt verticale 
(greutăți şi reacțiuni). Momentul cinetic al acestui sistem față de axa verticală de rotație se 
conservă, adică: 


ÎI 01202 


unde J = 920kg-m? reprezintă momentul de inerție al sistemului atunci când omul era 
plasat în centrul platformei (distanţa de la el la axa de rotaţie fiind nulă, masa lui nu contribuia 
la momentul de inerție total al sistemului), = 2rad/s este viteza unghiulară a platformei 
în aceiaşi situaţie, J „= J + M R2=920+ 75-37 = 1325kg -m? este momentul de inerție al 
sistemului atunci când omul a ajuns la periferie iar @, viteza unghiulară de determinat. 


Rezultă că: 
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pae i N i adi je 
J, 1325 


Răspuns corect: d). 


TG7. O roată cu patru spiţe se rostogoleşte fără să alunece pe o suprafață orizontală astfel 
încât centrul său de masă are viteza V = 1,7 m/s (vezi figura 10.4 a). Diametrul roții este D = 
3,3 m iar greutatea specifică, atât a circumferinței cât şi a spițelor, este w=14N/m. 
Presupunând că întregul corp este foarte subțire, care este valoarea energiei sale cinetice? 

a) E = 61,2 J; b) E = 74,5 J; c) E = 38,1 J; d) E = 45,9 J. 


a) b) 
Figura 10.4 


Rezolvare: Circumferința roții şi cele patru spiţe efectuează mişcări plan — paralele (vezi 
figura 10.4 b). Notăm prin 1 circumferința şi prin 2 şi 3 diametrul vertical, respectiv orizontal 
(fiecare în parte este o reuniune de două spite). Energiile cinetice ale celor trei componente 
sunt: 


1 a e 1 2 d j 
EM V2+2J02, E EMaV+—J,02, 
Liz) 1 Dl 2 59 2 22 


2rhRw 
8g 


V în ai i sea ză 
unde d reprezintă viteza unghiulară, M= este masa circumferinței, 


M „(RY 
12 


inerție în raport cu centrul C pentru circumferință, respectiv unul dintre diametre. Inlocuind 
şi sumând, găsim pentru energia totală expresia 


2R ai Ă 
M = 20% masa unui diametru (2 sau 3), J; =M; R şi J 2= momentele de 


E=E +E E (4 ev. 
g 


Cu valori numerice, £=61.2J. Răspuns corect: a). 
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TG8. Un corp paralelipipedic de masă M este acţionat de o forță P, a cărei mărime se 
modifică în funcție de poziție după cum indică figura 10.5. Care este lucrul mecanic efectuat 
de forța P ? 
a) L = 250 J; b) L = 714 J; c) L = 585 J; d) L = 625 J. 

„P (N) 


Figura 10.5 


Rezolvare: Conform definiției, L= B-a în = [ÎN Pdrcos00 = [ÎN P(x) dx. Din punct de 


vedere geometric, integrala reprezintă aria (cu plus sau minus) cuprinsă între graficul lui P(x) 


şi axa Ox. Este practic vorba de aria a două trapeze. Găsim că: 


(30+ 15)-100 (40+25)-(-50) 
2 


A= A+ A= = 2250-1625= 625, 


Deci, L = 625 J. Răspuns corect: d). 


TG9. Un corp mic şi greu alunecă în lungul unui traseu neted (fără frecare) având forma din 
figura 10.6 a. Cu ce viteză iniţială minimă ar trebui el lansat din B pentru a putea rămâne în 
contact cu traseul atunci când ajunge în punctul A (plasat cel mai sus pe traseu) ? Se poate 
lua g =10m/s?. 

a) Vp min=6.29m/s;b) Vg min=1256m/s; C) V pumin= 3:63m/s; d) v p min 875m/s. 


A 
30 cm 
ii a 
B 
45 c 
D 600 

i a C 

60 c 

a) b) 
Figura 10.6 
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Rezolvare: Se aplică energiei cinetice între momentele de timp în care corpul se găseşte în B, 
respectiv în A: 


EA -E p= La-B 


1 1 a da ; : x 
unde Ep =—mv3, EA =—mvă. Traseul fiind fără frecare, singurele forţe care acționează 
B=Z"VB, au miri 


asupra corpului sunt greutatea proprie şi reacţiunea normală. Ultima este mereu 
perpendiculară pe deplasare, deci nu dă lucru mecanic. Lucrul mecanic al greutății este 
negativ (corpul urcă): 
L A-B = -m g * Ah ý 

sacii NE) CPA 
unde Ah=30+60-45sin60 =90-— U =51.075cm este diferența pe verticală între 
punctele A şi B. Deci: 

mă vi mgA^h = vă= v3— 2g Ah 


Legea lui Newton in A pe direcţia razei (vezi figura 10.6 b): 


Atâta timp cât contactul între corp şi calea de rulare se păstrează, reacţiunea normală este 
nenulă. Deci: 


N 420 vâ>gRov2gAh> gRSvp>Va(24n+R)=> v p> J10(2-0.51+0.3)=3.63 


Deci, v g, min= 3-63 m/s. Răspuns corect: c). 


TG10. Se consideră sistemul din figura 10.7 a, alcătuit dintr-un troliu de raze R şi r, greutate 
O şi moment de inerție în raport cu axa de rotație J, de care sunt prinse greutățile G şi P prin 
intermediul unor fire inextensibile. Să se determine acceleraţia greutăţii P, presupunând că 
aceasta coboară. Sistemul porneşte din repaus. 


PR? -GrR PR-Gr PR? +GrR 


a) a= ——— ~~~ 8; b) a= — ~ 8; 0) a= — dg 
J+PR2+Gr? J+PR>+Gr2 J+PR2-Gr? 


PR?-GrR 3 
= 2 2E N 
J-PR°+Gr 


Rezolvare: Fie h, =h(t) deplasarea pe verticală a greutății P după 7 secunde de la începutul 


mişcării. Firele fiind inextensibile, troliul se va roti în sens orar cu un unghi la centru 0,= Fi 
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In acelaşi timp, corpul de greutate G va urca pe verticală pe o distanţă h3 = r0, = Zh. 


Vitezele (liniare sau unghiulare) ale celor trei corpuri la momentul t vor fi: 


h 
v=h, ONS e Heip 


R,r,Q,J 
aa. 


a) b) 
Figura 10.7 


Pentru determinarea legii de mişcare a sistemului vom aplica teorema energiei cinetice şi a 
lucrului mecanic sub forma finită (2). Momentul 0 va fi cel în care sistemul începe să se miște 
din starea de repaus, deci E p= 0. Momentul 1 corespunde timpului arbitrar t, când: 


1P 1 1 1[( P ae 
T T L erji 
g g g R° ER 
corp1 corp 2 corp 3 


Singurele forţe exterioare care dau lucru mecanic sunt forţele de greutate P şi G care coboară 


P 
pe distanța h,= h , respectiv urcă pe distanța h3 = = h . Rezultă că: 


Lou= Phy-Ghs= (p-c+] h. 


P J Gr? 
Notăm A =—+— + am = 
e Rê 8ER 


r ; ; . ze A 
P-G T A şi B sunt constante în timpul mişcării. Din 


E; —E=L 0-1 găsim ecuația diferențială in A(t): 
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lirei 
2 


1 . 
Derivând în raport cu timpul se obține că —A-2hh=Bh. Cum v;=h#0, găsim prin 


simplificare expresia accelerației (constante) a corpului 1: 


A 
Pa. a. P 
i A a ee J+PR?+Gr? 
g R? 8ER? 


Răspuns corect: a). 


TG11. Asupra unui corp cilindric B, de masă M = 30 kg şi rază R = 0,2 m acționează un 
moment motor M „=500N -m . Sub acțiunea lui cilindrul se rostogolește fără să alunece pe 


un plan înclinat cu 15° față de orizontală și trage după el un corp paralelipipedic A, de masă 
m = 20 kg (vezi figura 10.8 a). Coeficientul de frecare la alunecare dintre corpul A şi suprafața 
planului înclinat este u = 0.25. Cele două corpuri sunt legate prin intermediul unor bare de 


masă neglijabilă, articulate fără frecare în C şi D. Dacă sistemul porneşte din stare de repaus, 
care va fi viteza corpului A după ce el parcurge pe planul înclinat distanța d = 2 m? 
a) V = 4,235 m/s; b) V = 2,158 m/s; c) V = 8,761 m/s; d) V = 1,669 m/s. 


Glindrul B 
Masa M, raza R 


Cilindrul B 


Corpul A 
Masa M, raza R 


a) b) 
Figura 10.8 


Rezolvare: Distribuția de forțe şi momente exterioare şi de legătură cu exteriorul este 
prezentată în figura 10.8 b. Fie 1 poziţia iniţială a sistemului (acesta începe să se mişte din 
poziţia de repaus) şi cu 2 poziţia finală (corpul A s-a deplasat distanţa d = 2m). Energiile 
cinetice corespunzătoare sistemului în cele două situaţii sunt: 


l 2 1 2. 1 2 
E;=0,E»;==-mV^+-MV h+-J po. 
1 2=> > Dap 


corp A corp B 
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v 2. Lucrul mecanic efectuat de forțe 


V 1 n 2m+3M 
Dar V p=V, @=—, Jp==MR" Şi E,= ———— 
D Fi D3 ŞI Fo z 
şi cuplul motor este egal cu: 


Ly_9= —(m+ Mg dsina+M,-0—f ad 


Să observăm că dacă cilindrul se deplasează fără să alunece o distanţă d în lungul planului, 


circumferința sa va veni în contact cu planul înclinat pe o distanţă identică. Deci, 8 = £ A 


Reacţiunile normale, N 4 şi N pg, sunt perpendiculare pe deplasarea punctului lor de 
aplicaţie, deci nu produc lucru mecanic. Forţa de frecare f p acţionează în tot timpul mişcării 


în centrul instantaneu de rotaţie, astfel că lucru mecanic al acestei forţe este nul. 
Teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic, E — E= 4-2, se particularizează în cazul 


analizat după cum urmează: 


2m + 3M 
4 


y? o=| "n (+ Masina 7 a |-a (*) 


unde f „= 4N a= umg cosa. Cu valori numerice, din (*) deducem pentru viteza corpului 
A valoarea V = 2.158 m/s. Răspuns corect: b). 


TG12. Un obiect mic şi greu cade liber (viteza inițială nulă) de la înălțimea h = 45 m. 
Presupunând frecările neglijabile, cu ce viteză va lovi solul? 

a) 72 km/h; b) 36 km/h; c) 90 km/h; d) 108 km/h. 

Rezolvare: Fie 1 starea iniţială (repaus la înălțimea A) şi 2 starea finală (contact cu solul). 
Singura forţă care acţionează asupra obiectului este una conservativă (greutatea sa), deci 
energia sa mecanică se conservă: 


1.5 I 2 222 
Epnec1 = Emec2 > zmvitmgz=3mvj+mgz;=v3=vi+2mg(zm z2). 


Dar v;=0, z; Z2=h, deci v,=4/2g h =V42-10-45=30m/s =108km/h. 
Răspuns corect: d). 


TG13. Un vagon de masă m; se deplasează pe o cale ferată orizontală cu viteza inițială vo. 

După un timp tı, vagonul se ciocneşte cu un al doilea vagon de masă m, aflat în repaus. In 

timpul mişcării, atât înainte cât şi după ciocnire, asupra fiecărui vagon acționează o forță de 
" " 


frecare egala cu a "n" - a parte din greutatea vagonului respectiv. Atunci: 


1. Viteza primului vagon înainte de ciocnire a fost: 

Sh. St. Sh. gt 
a) viva Sb) v= vo; c) vivo ®— ; d) v j= vo. 
n n 2n 4n 


2. Viteza vagoanelor cuplate imediat după ciocnire a fost: 
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m 2m m my—m 
1 voi b) u= —— v;;0) u=— pu 
my+m> m+ m mMmı+ m mMmı+ m 


a) u= 


3. Care este mărimea energiei cinetice pierdute ca urmare a ciocnirii celor două vagoane? 


2mm mm 3mm 
a) E = v; b) E, vii 0) Ep vo; 
mMmı+ m 2(m + m») 2(m + m) 


d) E _ (mima pe 


P 2mut mo) 
4. După cât timp se opresc vagoanele cuplate ca urmare a frecării? 
2 
nmv Mv n Mv nmv 
a) At = 21 ;b) At= 10: c) Ap d) Ar= El 
(m+ m») 8 (mt m») g (ma+ m») 8 (m+ m») 8 
Rezolvare: 1. Teorema mişcării centrului de masă aplicată primului vagon, pe direcţia lui de 
m 8 


mers, conduce la ecuaţia m,aj=Fp =- Mişcarea primului vagon este uniform 


n 


încetinită, cu acceleraţia di Viteza sa scade liniar cu timpul, după fi secunde ea 
n 


ti 


ajungând la valoarea v = vo- . Răspuns corect: a). 


2. Aplicând legea de conservare a impulsului pe direcţia de înaintare (suma percuţiilor 
exterioare şi interioare este nulă) şi notând cu u viteza comună dupa cuplarea vagoanelor, 
m 


găsim că m; vi=(my+ mu, de unde u = 
mMmı+ m 


vı - Răspuns corect: c). 

3. Energia cinetică pierdută ca urmare a ciocnirii (şi care se transformă în alte forme de 
energie) se obține ca diferență dintre energia cinetică a vagoanelor cuplate şi energia cinetică 
a primului vagon înainte de ciocnire: 


2 2 
g =”11 (mut mo)u pe Mimmy 2 
p. 2 2 2(m;+m3) 


Răspuns corect: b). 


4. Vagoanele cuplate se mişcă uniform încetinit, cu accelerația a „= -£ , astfel încât viteza 
n 


lor comună la un moment dat t este v = u -E t . La oprire, v(At)= 0, deci At = 


n (m + m») 8g 


NM V 


Răspuns corect: d). 


TG14. Se consideră sistemul de două corpuri asimilabile unor puncte materiale din figura 
10.9, de mase m şi 2m, aflate inițial în repaus. Bila 1 este legată de punctul fix O prin 
intermediul unui fir orizontal de lungime / iar corpul 2 se află pe un plan înclinat foarte lung, 
cu unghiul a faţă de orizontală şi caracterizat prin coeficientul de frecare la alunecare p. 
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Lăsând liberă bila 1, aceasta loveşte corpul 2, coeficientul de restituire al ciocnirii fiind k. 
Dacă m = 0,1 kg, a= 30°, u=1,1 tg æ, l= 0,2 m, g = 9,8 m/s? şi k = 0,8, atunci: 

1. Viteza cu care bila 1 loveşte corpul 2 este de: 

a) 4,15 m/s; b) 1,84 m/s; c) 6,27 m/s; d) 3,36 m/s. 

2. Unghiul maxim la care ajunge firul de care este legată bila 1 după lovire este: 

a) 0 max 43°20; b) O max 253045; c) 0 ma 60°12; d) 0 ma 88°22. 

3. Distanţa x max parcursă de corpul 2 pe planul înclinat până la oprire este: 


ma 5. 


a) x max 39 m; b) xmas 18m; C) xmas 27m; d) x 
4. Cu cât variază tensiunea din fir în urma ciocnirii? 


a) AS =5,726N ; b) AS = —6,335N ; c) AS = -2,912N ; d) AS = 4,342 N. 


Figura 10.9 


Rezolvare: 1. Aplicând teorema de variație a energiei cinetice şi a lucrului mecanic se 
determină viteza bilei 1 înainte de ciocnirea corpului 2: 


2 
FRYL L0 =2mgloosa =v = jăgIcosa = f2-9,8-0,200530 =1,84m/s. 


Răspuns corect: b). 
2. Pentru studiul ciocnirii (centrice) dintre cele două corpuri se aplică conservarea impulsului 
pe direcția AB: 


2mvı+mv,=2mv;+mMy3, 


unde vı şi v2 semnifică vitezele înainte de ciocnire iar v şi v, vitezele după ciocnire, şi 

definiția coeficientului de restituire 
katra? Yi 

Vy Vi V2 


Cum v2 = 0, prin rezolvarea sistemului celor două ecuații găsim că după ciocnire: 


-k ' +2k 
vı=0,74m/5s, v= 


V17 


vı=2,21m/s. 
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După ciocnire, punctul 1 execută o mişcare circulară pe arcul CD, viteza în D fiind nulă. 


Unghiul 02, se determină folosind teorema de conservare a energiei mecanice: 


max 


'2 
ii +2mgl(l-cosæ)=2m gl(1-cosĝpax]. 


(Emec)c z (Enec)p — 


Se obţine cosâ, 


Dap) nai, 
ax = e] cosa => 0 max= 43°20 . Răspuns corect: a). 


3. După ciocnire, corpul 2 se va deplasa uniform încetinit pe planul înclinat, accelerația sa în 
această mişcare fiind a= g (sin a = ucosa) =—0,] gsino. Teorema energiei cinetice şi a 
lucrului mecanic, aplicată între momentul imediat următor ciocnirii şi momentul opririi (în 
E), permite obținerea distanței x 


max’ 


1 ' ; 40 
Doom) „= mg X max (Sin a — ucosa)=> max = (LEI ctg a =5m. 


Răspuns corect: d). 
4. Inlocuind legătura fir cu tensiunea în fir S, se scrie legea lui Newton pe direcţia firului: 


2ma > S—2mgcosa. 


a 


2 aie iat al 
Dar a,= a „astfel că S$ = 2m g cosa + . Similar, după ciocnire: 


2mv; 


S'=2mg cosa + 


Variația tensiunii din fir în urma ciocnirii este egală cu: 
Dati pie =. 
AS: nea Hila “| (23%)? mecosa=-2912x. 


Răspuns corect: c). 


TG15. O bară OA de lungime / şi masă m, articulată în O, se roteşte plecând din poziţia de 
repaus verticală şi, atunci cand ajunge la orizontală, loveşte bara BCD de masă mi, articulată 
în C (vezi figura 10.10). Coeficientul de restituire la ciocnire este k iar BC = CD = a. Să se 
determine vitezele unghiulare ale barelor după ciocnire. 


a) PA SI E SE e m l (| k) 3g ; 
m+my Vl m+m a VI 

b) d Sb i sui m l (+k) 5g | 
m+my \ I m+my a yı 
' km, 33g ' m l 3g 

c) @= , @7= 1 k ` 
a +m VI i +m a VI 


Rezolvare: Pentru a determina viteza unghiulară a barei OA imediat înainte de ciocnirea cu 
bara BCD, se aplică teorema energiei cinetice şi a lucrului mecanic: 


1 2 l 
—-Jo@—-0=mg—. 
7 OW! 85 
2 


Dar Jo E astfel încât = |. După ciocnire, punctele A şi B descriu mişcări 


circulare. Bara orizontală, fiind inițial în repaus, din definiția coeficientului de restituire se 
obţine că: 


= i 
va-0 lo, © 


Figura 10.10 


Să notăm cu PB percuția în B şi să aplicăm teorema momentului cinetic în raport cu O, pentru 
bara OA, şi în raport cu C, pentru bara BCD: 


Bara OA: Joo-Joo=-Ppl; 
Bara BCD: Jco—0=Pp-a. 


Impărțind membru cu membru ultimele două ecuaţii, găsim: 


Jolo-o.) l 


(îi) 
Jec W> a 


2 
A ui m: Pa ; 3 Za STRE 
Observând că J ç= my (af „sistemul (i) + (ii) în necunoscutele œ; şi æ, se pune sub forma 


aw læ=klø, mao>+mlos=mlo, 


o= "2m [3g E E: Liski de 
i m+myu Vl” i m+my a I 


şi are soluţia: 


Răspuns corect: c). 
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10.2. Teste propuse 


TG16. Un autoturism având masa mı = 1200 kg se deplasează rectiliniu şi uniform cu viteza 
vı= 90 km/h. La ce viteză un camion cu masa m = 3000 kg va avea acelaşi impuls ca şi 
autoturismul? 


a) 15 m/s; b) 10 m/s; c) 20 m/s; d) 12 m/s. 


TG17. O bară rectilinie şi omogenă, OA, de masă M = 10 kg şi lungime L = 1,2 m se roteşte 
într-un plan în jurul capătului O. Dacă la un moment dat viteza sa unghiulară este 
o=1,5rad!/s, atunci impulsul său are valoarea: 


a) H =10kg:m/s;b) H =12kg:m/s;c) H =9kg-m/s; d) H =18kg-m/s. 


TG18. O piatră de masă m = 0,5 kg cade liber de la înălţimea de h = 4,5 m cu acceleraţia a = 
9 m/s?. Variația impulsului pietrei este de: 
a) Skg-m/s; b) 9kg:m/s;c) 45kg:mls;d) 7,6kg-m/s. 


TG19. O placă dreptunghiulară omogenă având dimensiunile a = 40 cm şi b = 30 cm se roteşte 
în planul său faţă de vârful O cu viteza unghiulară constantă o = 2 rad/s (vezi figura 10.11). 


Densitatea materialului din care este confecţionată placa este p=10kg/m =. Impulsul plăcii 


este: 


a) H =0,5kg-m/ s; b) H =0,6kg:m/s;c) H =lkg-m/s; d) H=08kg-mls. 


O A 
5 i F, 
(72) 
b 
C a B F, 


Figura 10. 11 Figura 10. 12 


TG20. Un disc omegen de rază R = 30 cm şi greutate G = 30 N se roteşte cu viteza unghiulară 
= 50rad/s în jurul unei axe ce trece prin centrul său. Impulsul său este egal cu: 


a) H =5,5kg-m/s; b) H =10kg:m/s;c) H =25kg:m/s; d) H =0kg-ml/s. 


TG21. O bucată de plastilină de masă m = 0,2 kg cade pe o suprafață plană având în momentul 
ciocnirii viteza v = 15 m/s. Durata ciocnirii a fost de 0,015 secunde (după care bucata rămâne 
lipită de sol). Forta medie exercitată asupra bucății în timpul ciocnirii a fost de: 

a) 240 N; b) 100 N; c) 320 N; d) 200 N. 
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TG22. O bară rectilinie şi omogenă, având densitatea liniară de 7 kg/m şi lungimea de L = 3 
m se află în repaus pe o suprafaţă plană netedă (fără frecare). La un moment dat asupra sa 
acţionează forțele F;=250N şi F»=145N ca în figura 10.12. Acceleraţia centrului său de 
masă este egală cu: 


a) ac=6ml/s?;b) ac=5ml/s2;€) ac=2mls2; d) ac=10m/s2; 


TG23. Un disc omogen de masă M = 50 kg efectuează o mişcare de rotaţie în jurul unei axe 
perpendiculare pe planul său şi care conţine centrul său cu viteza unghiulară œ =80rad/ s. 


Dacă raza discului este R = 0,5 m, atunci momentul cinetic al discului faţă de axa de rotaţie 
A este egal cu: 


a) KA =450kg -m?/s; b) K, = 600kg -m?/s ; c) KA =750kg -m°/s ; d) K, =500kg - m/s 


TG24. Un corp de revoluţie, având momentul de inerție față de axa de simetrie 
J =210kg -m 2 efectuează o mişcare de rotaţie cu turaţia constantă n = 10 rot/min în jurul 
acestei axe. Care este valoarea momentului cinetic? 

a) 300kg -m° /s; b) 100rkg-m?/s;c) 707kg-m?/s; d) 120kg-m7/s. 


TG25. Asupra unui disc omogen de rază R = 200 mm şi masă m = 40 kg este aplicat un 
moment constant, M = 400 Nm (vezi figura 10.13). O greutate G = 800 N este ataşată discului 


prin intermediul unui fir ideal. Dacă g =10m/s 2 atunci acceleraţia greutăţii G este: 


a) a=12m/s?;b) a=5mls?;c) a=84mls2;d) a=1125m/s?. 


M 
DN 
m,R i 
G G,R, Jo 
Figura 10. 13 Figura 10. 14 


TG26. Un volant discoidal de rază R, greutate G şi moment de inerție Jo în raport cu axa de 
rotație se află în mişcare de rotație uniformă cu turația no. Pentru a-l frâna se aplică doi saboți, 
apăsați fiecare de o forță radială P (vezi figura 10.14). Coeficientul de frecare de alunecare 
dintre un sabot şi volant este 4. Accelerația unghiulară în mişcarea de rotație încetinită de 


aplicarea saboților de frână este constantă şi are valoarea: 
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PR PR 
b) e= ml 0) a E a d peace 


O O 2J o 


2uPR 
a) E=- # i 


TG27. Corpul din figura 10.15 este alcătuit din două bare omogene OA şi BD sudate în A 
avand fiecare masa m = 8 kg şi lungimea l = 0,5 m. Corpul se roteşte în plan vertical în jurul 
articulației O. Stiind că corpul porneşte din repaus cu bara OA verticală, să se determine 
accelerația unghiulară €. 


aj ac 2 ij pi ac) al Ende £, 
15 17] 31 16 1 
F 
a 
M,L 
A B 
Figura 10. 15 Figura 10. 16 


TG28. O bara rectilinie şi omogenă de masă M şi lungime L se află în repaus pe o suprafață 
fără frecare (vezi figura 10.16). Dacă asupra sa va acționa forța F, care va fi accelerația sa 


unghiulară? 
6 F cosa 3 F cosa 3 F sing 12F cosa 
a) e=———;b) De a A e€ ———— ; d) £ = —. 
ML ML ML ML 


TG29. Un om de greutate G se deplasează cu viteza absolută vo descriind un cerc de rază r pe 
un disc de greutate P şi moment de inerție J în raport cu axa sa de simetrie (vezi figura 10.17). 
Discul se poate mişca fără frecare în jurul axei sale. Viteza unghiulară a discului: 

a) este de acelaşi sens cu cea a omului (trigonometric); 

b) poate avea oricare dintre sensuri; 


G 
c) este de sens opus celei a omului şi are modulul œ = Ta ; 
g 
Gvo J 
d) este de sens opus celei a omului şi are modulul œ = ZA, 
gr 


TG30. O păpuşă se roteşte față de axa verticală cap — picioare. Printr-o mişcare adecvată a 
braţelor şi a picioarelor, ea îşi creşte viteza unghiulară de trei ori. Dacă momentul inițial de 


inerție era J ;=0,8 1kg m?, atunci momentul final de inerție este: 


a) J p=2,43kg-m°; b) J ;=1,62kg-m°; c) J p=0,81kg:m"; d) J +=0,27kg:m?. 
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x 


x=3m x=5m 
Figura 10. 17 Figura 10. 18 


TG31. O macara ridică un corp cu masa m = 300 kg la înălțimea h = 5 m cu accelerația 


a=2mls?. Dacă acceleraţia gravitaţională se rotunjeşte la g =10m/ s?, atunci lucrul 


mecanic efectuat de macara este: 
a) 180 kJ; b) 16 kJ; c) 18 kJ; d)SKkJ. 


TG32. Un resort de constantă elastică k = 300 N/m este comprimat Al=10cm. Lucrul 
mecanic efectuat pentru a se realiza comprimarea resortului este de: 
a) 3 J; b) 5 J; c) 2,5 J; d) 1,5 J. 


TG33. Un corp de masă m = 800 g este lansat în sus de-a lungul unui plan înclinat cu viteza 
vo=4m/s. Corpul revine la baza planului înclinat cu viteza v=0,6vg. Lucrul mecanic al 


forței de frecare de alunecare dintre corp şi planul înclinat este de: 
a) 0, 82 J; b) — 4,1 J; c) — 6,7 J; d) — 3,6 J. 


TG34. Un corp paralelipipedic se deplasează în sensul pozitiv al axei Ox sub acțiunea unei 


3 
forţe variabile F , al cărui modul depinde de poziţia corpului conform legii F (x)= x —x+3 
F se exprimă în newtoni iar distanța x în metri. Să se determine lucrul mecanic efectuat de 
> 

forța F dacă corpul se deplasează între pozițiile x= 3m şi x»= Sm (vezi figura 10.18). 

a) L = 20,33 J; b) L = 30,67 J; c) L = 44,5 J; d) L = 50,25 J. 

TG35. O macara ridică un container de greutate G = 18,5 KN la înălțimea h = 14 m şi apoi îl 
deplasează pe orizontală o distanță D = 10 m. Neglijând orice tip de frecare, lucrul mecanic 


efectuat de macara în timpul acestei operații a fost de: 
a) L = 259 kJ; b) L = 165 KJ; c) L = 300 KJ; d) L = 444 KJ. 


TG36. Un corp cu masă m = 4 kg este lansat în jos pe un plan înclinat cu unghiul a față de 
orizontală. Inălțimea inițială a corpului față de baza planului este h = 1,4 m iar coeficientul de 
frecare la alunecare u =tg a. In plus, g =10m/ s?. Lucrul mecanic consumat prin frecare 
de-a lungul planului are valoarea (absolută): 


a) Lr = 105 J; b) Lr= 56 J; c) Le = 84 J; d) Lr= 66 J. 
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TG37. Un corp de masă m = 3 kg cade liber (viteză iniţială nulă) de la înălţimea h = 16 m. Să 


se afle energia sa cinetică la mijlocul înălțimii. Se ia g =10 m/s ză 
a) E = 240 J; b) E = 300 J; c) E = 100 J; d) E = 450 J. 


TG38. Un autoturism având masa mı = 1000 kg se deplasează rectiliniu şi uniform cu viteza 
vi= 75 km/h. La ce viteză un camion cu masa m = 5000 kg va avea aceiaşi energie cinetică 
ca şi autoturismul? 


a) 33,54 km/s; b) 45 km/h; c) 20,48 km/h; d) 15 km/h. 


TG39. Un corp având forma unui cerc de raza R se rostogolește fără să alunece peste un drum 
drept astfel încât viteza centrului său de masă este V = 10 m/s (vezi figura 10.19). Dacă masa 
corpului este M = 2 kg, atunci energia sa cinetică în mişcarea sa plană este: 

a) E = 250 J; b) E = 150 J; c) E = 300 J; d) E = 200 J. 


B 
HB 
A 
h 
Figura 10.19 Figura 10.20 


TG40. Sistemul format din corpurile A şi B, de mase ma = 100 kg şi mg = 50 kg, începe să 
se deplaseze din stare de repaus sub acțiunea propriilor greutăți (vezi figura 10.20). Firul care 
le leagă este un fir ideal bine întins. Intre corpul B şi suprafata orizontală de reazem există 


frecare la alunecare, de coeficient 7 p= 0,5. Se consideră g =10m/s?. După ce corpul A 


coboară h = 1m, viteza sa ajunge la: 
a) v 4=3,852m/ s; b) v4=3,162m/s; c) v4=5,875m/s;d) v 4=4,265m/s. 


TG41. Un corp paralelipipedic de masă m = 3 kg se află în repaus pe un plan orizontal aspru, 
de coeficient de frecare u =0,4 (vezi figura 10.21). Cât timp trebuie să acționeze o forță 
orizontală constantă F = 39 N pentru ca punctul să atingă viteza v = 18 m/s? Seia g =10m/s ; 
a) 3 s; b) 5 s; c) 10 s; d) 2 s. 


TG42. Un punct material de masă m = 1 kg alunecă fără frecare pe o suprafață curbă AB (vezi 


figura 10.22). Mişcarea începe din stare de repaus. Dacă g =10m/ 5 şi R = 5m, viteza cu 


care mobilul ajunge în punctul B este de: 


a) 20 m/s; b) 10 m/s; c) 12 m/s; d) 15 m/s. 
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Figura 10. 21 Figura 10. 22 


TG43. Pe un plan orizontal se află în repaus un corp de masă m = 2 kg. El începe să se miște 
sub acțiunea unei forțe constante F = 15 N, înclinată cu 30° față de orizontală (vezi figura 
10.23). Mişcarea se face cu frecare de coeficient de frecare u =0,2. In plus, g = 10 m/s?. 


Acceleraţia constantă a mişcării este: 


a) 9,875 m/s?; b) 5,245 m/s? c) 6,225 m/s? d) 2,665 m/s?. 


= 
F 
m 
D330 L 
mı 
u my 


Figura 10. 23 Figura 10. 24 


TG44. Două corpuri, de mase mı =1 kg şi m = 1,5 kg, sunt legate printr-un fir inextensibil 
care este trecut peste un scripete fix de masă neglijabilă (vezi figura 10.24). Considerând g = 
10 m/s?, sistemul celor două corpuri se mişcă cu accelerația: 

a) a = 5 m/s?; b) a = 3 m/s; c) a = 6,5 m/s?; d) a = 2 m/s2. 


TG45. Un disc de rază R şi greutate G care are înfăşurat pe periferia sa un fir ideal al cărui 
capăt este fixat în A, este lăsat să se mişte liber pe verticală, plecând din repaus (vezi figura 
10.25). Acceleraţia centrului său de masă în mişcarea sa plan — paralelă este legată de 
acceleraţia gravitațională prin relaţia: 


2 1 1 
a) dc=8;b) Ac ne A= E ; d) acze 


TG46. Un corp este lăsat să se mişte liber pe o suprafată circulară netedă de rază Ri = 7 m. 
Ajuns în B, corpul îşi continuă mişcarea pe suprafața orizontală BC, caracterizată prin frecare 
de coeficient 4 =0,2 şi având lungimea BC = = 10 m. Incepând din B, el urcă pe o altă 


suprafață circulară netedă de rază R2 = 10 m (vezi figura 10.26). Care este unghiul a la oprire? 
a) 45°; b) 75°; c) 60°; d) 30°. 
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Figura 10. 25 Figura 10.26 


TG47. De un fir subţire cu lungimea / = 0,5 m este atârnat un pistolet cu masa M = 200g (vezi 
figura 10.27). Din el este tras un glonte cu masa m = 20 g care are la ieşirea din armă viteza 
orizontală Vg = 10 m/s. Cu ce viteză se va deplasa arma după executarea focului şi la ce unghi 
va ajunge firul faţă de verticala locului? 


a) v,=1m/s, a =3309;b) v,=0,5 m/s, a =15;c) v=1m/s, a =260; 


d) v,=0,5 mis, a = 280. 


`a 


Mm 


Figura 10. 27 Figura 10. 28 


TG48. Fie sistemul de corpuri cu masele mi = 2 kg şi m = 4 kg din figura 10.28. Iniţial, 
corpul 2 se află la înălţimea h = 60 cm de sol iar planul de unghi 30° se consideră suficient de 
lung. Corpurile pornesc din repaus, mişcarea corpului 1 făcându-se cu frecare de coeficient 


1 
4= aE . In plus, g = 10 m/s2. Care este viteza corpurilor când corpul 2 ajunge la sol? 


a) j ase) O a TEA OR T 


3 3 3 3 


TG49. Un vagon de tren cu masa mi = 21 tone şi cu viteza vı = 6 m/s ciocneşte un alt vagon 
de masă m» = 49 tone care se mişcă în acelaşi sens cu viteza v2 = 3 m/s. După ciocnire, cele 
două vagoane se deplasează împreună. Neglijând frecările, atunci viteza ansamblului celor 
două vagoane este: 

a) 4,2 m/s; b) 5,8 m/s; c) 3,5 m/s; d) 3,9 m/s. 
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TG50. Un glonte de masă m pătrunde într-o scândură pe o distanţă d având o viteză iniţială 
vo. Presupunând o forţă de rezistenţă constantă din partea scândurii, valoarea acesteia este: 
mv 7 dv 5 mv 5 mv F 
a) F = ;b) F,= ;c) F ,= ; d) F ,= —. 
2d 2m 4d d 


TG51. Un ciocan de masă m cade de la înălțimea H asupra unei nicovale de masă M, 
coeficientul de restituire al ciocnirii fiind k. Viteza ciocanului după ciocnire va fi: 


km+M m— kM m-—M 
a) VE aM Va ;b) v= EET A28H ; c) v= HEM \28H ; 


_m-k 2M 


du, m+M 


2gH. 
TG52. Corpurile A şi B, de mase ma = 10 kg şi mg = 20 kg, se deplasează unul spre celălalt 
cu vitezele va = 10 m/s şi vg = 15 m/s. Coeficientul de restituire al ciocnirii este k = 0,6. Viteza 


corpului A după ciocnire este de: 
a) 21 m/s; b) 14 m/s; c) 25 m/s; d) 18 m/s. 


TG53. O bilă de diametru d = 10 cm se rostogoleşte pe o masă astfel încât viteza centrului de 
masă este v = 1 m/s (vezi figura 10.29). La un moment dat ea cade de pe masă, a cărei înălţime 
este H = 1 m. Lovindu-se de sol, bila se înalță astfel încât centrul său de masă se găseşte la A 
= 0,8 m de sol. Valoarea coeficientului de restituire al ciocnirii este: 

a) k = 0,67; b) k = 0,8; c) k = 0,45; d) k = 0,89. 


TG54. O bară omogenă de lungime 2/ are o mişcare de translație în planul figurii 10.30, cu 
viteza centrului de masă C, v c= v, perpendiculară pe bară. La un moment dat, bara se loveşte 


de piedica A, aflată la distanţa 1/2 de unul din capetele barei. Considerând ciocnirea elastică, 
care este viteza unghiulară a barei după ciocnire? 


Jos Doa ous dus 
71l l 31 41 
v=1m/s 
E] 
55 
Figura 10. 29 Figura 10. 30 
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Răspunsuri la testele grilă propuse 


1. Reducerea sistemelor de forţe 

RFIO-—b; RF11 — d; RF12 —c; RF13 — b; RF14 — d; RF15 — a; RF16 — c; RF17 —b,; 
RF18 — d; RF19 — a; RF20 — b; RF21 — d; RF22 — Lc 2a 3b; RF23 — 1d 2b 3c; 
RF24 — la 2c 3d; RF25 — 1b 2d 3a. 


2. Centre de masă 

CM11 —c; CM12 — b; CM13 — d; CM14 - a; CM15 — b; CM16 —c; CM17 — d; CM18 -a; 
CM19 — b; CM20 — ce; CM21 — b; CM22 — 1b 2c 3d; CM23 — 1c 2b 3a; CM24 — la 2d 3c; 
CM25 — 1d 2a 3b. 


3. Echilibrul punctului material 
EP7 - d; EP 8 — a; EP9 — b; EP10 — d; EP11 — a; EP12 — c; EP13 — b; EP14 - a. 


4. Echilibrul solidului rigid 

ER11 —b; ER12 — c; ER13 — c; ER14 — a; ER15 — c; ER16 — a; ER17 — d; ER18 - c; 
ER19 — b; ER20 - c; 4.21 — c; 4.22 — b; 4.23 — d; 4.24 — a; 4.25 — Ic 2a 3b 4b; 

4.26 — 1b 2c 3a 4b; 4.27 — ld 2c 3a 4b; 4.28 — 1c 2d 3a 4b. 


5. Cinematica mişcării absolute a punctului material 

CP11 — c; CP12 — d; CP13 — a; CP14 — d; CP15 — b; CP16 — a, CP17 — a, CP18 - c; 
CP19 — c; CP20 — b; CP21 — a; CP22 — la 2c 3b; CP23 — a, CP24 — Ic 2d 3b; 

CP25 — 1c 2b 3a; CP26 — ld 2a 3c. 


6. Cinematica mişcării absolute a solidului rigid 

CR11 —a; CRI2 - d; CR13 — c; CR14— 1c 2d 3b 4a, CR15 — b; CRI6-d; CR17 —c; 
CR18 —a; CR19 — b; CR20 — b; CR21 — d; CR22 — 1d 2b 3a 4b; CR23 — 1b 2d 3a 4c; 
CR24 — la 2c 3d 4a. 


7. Cinematica mişcării relative a punctului material 
MRS8 - c; MR9 — d; MR10 - b; MR11 —a; MR12 —c; MR13 — 1b 2c 3b; MRI4-a; 
MR15 — 1c 2d 3b; MR16 — la 2d 3b; MR17 — 1b 2a 3c; MR18 Ic 2b 3b. 


8. Dinamica mişcării absolute a punctului material 

DP10 — b; DP11 — d; DP12 — c; DP13 — c; DP14 — a; DP15 — d; DP16 — c; DP17 —a,; 
DP18 —c; DP19 — b; DP20 — a; DP21 — d; DP22 — Lc 2d 3b; DP23 — la 2c 3d; 

DP24 — 1c 2b 3a, DP25 — 1b 2d 3a. 
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9. Momente de inerție mecanice 

MI5 — d; MI6 —a; MI7 — 1b 2a 3d 4b; MI8 — 1c 2c 3b 4a; MIO — la 2d 3c 4a; MI10 — 1b 2c 
3a 4c; MI11 — ld 2a 3b 4b; MI12 — la 2c 3b 4a; MI13 — 1c 2b 3a 4d; MI14 — 1b 2d 3a 4b; 
MI15 -b; MI16 - c. 


10. Teoremele generale ale dinamicii 

TG16 - b; TG17 — c; TG18 — c; TG19 — b; TG20 — d; TG21 — d; TG22 — b; TG23 - d; 
TG24 — c; TG25 — a; TG26 — a; TG27 — b; TG28 — a, TG29 — c; TG30- d; TG31 - c; 
TG32 — d; TG33 — b; TG34 — b; TG35 — a; TG36 — b; TG37 —a; TG38 — a; TG39-d; 
TG40 — b; TG41 — d; TG42 — b; TG43 — b; TG44 — d; TG45 — b; TG46 — c; TG47 — c; 
TG48 - a; TG49 — d; TG50 - a; TG51 — b; TG52 — c, TG53 — d; Tg54 - a. 
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